Kombinatorika és grafelmélet I

1. ZH. 2016. mércius 30, 14.15-15.45, E 505
Javitékules

Az dtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszdamokat téjékoztatd jelleggel allapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszdm megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet
megfeleld részének vgiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a megfelel6 részpontszam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetet-
tektél eltérd de helyes megoldédsokért teljes pontszamok, részmegolddsokért pedig az utmutatébeli pontozas intelligens

kozelitésével meghatdrozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szédmoldsi hibdért altaldban (hibanként) 1 pontot vonunk le.

1. Hény olyan fa van a vy, va, ..., v, csicsokon (n > 3), amelyben v; és ve szomszédos és d+ds = 37
(d; a v; csics fokszama)

Els6 megoldas:

Egy faban minden cstcs foka legalabb 1. Ezért ha d; + do = 3, akkor az egyikiik 1, a masikuk 2. 2 pont
Ha dy = 1 és do = 2, akkor, mivel v; és vy szomszédosak, vy egy levél, amelynek egyetlen szomszédja vo,

vo-nek pedig vi-en kivill egy szomszédja van. Ha tehat vi-et és vo-t elhagyjuk, egy fat kapunk a ws,..., v,
csucsokon amelyhez tetszéleges csicson illeszkedhet vs. 4 pont

A Cayley tétel szerint a vs, ..., v, csicsokon (n —2)"~* fa van, ehhez vy n — 2-féleképpen csatlakozhat, tehét
osszesen (n — 2)" 3 ilyen fa van. Ugyanennyi olyan fa van, ahol d; = 2 és dy = 1, tehdt dsszesen 2(n — 2)"3 fa
van, amely megfelel a feladat feltételeinek. 4 pont

Maiasodik megoldas:

Egy faban minden cstcs foka legalabb 1. Ezért ha d; + do = 3, akkor az egyikiik 1, a masikuk 2. 2 pont
Ha dy = 1 és do = 2, akkor, mivel v; és vy szomszédosak, vy egy levél, amelynek egyetlen szomszédja vo,

vo-nek pedig vi-en kiviil egy szomszédja van. 2 pont
Az ilyen faknak megfelel6 Priifer kédok pontosan azok, amelyekben nincs l-es, hiszen dy = 1, az els6
szamjegye a 2-es, mert vy és vo szomszédosak, és tobb 2-es nincs benne, mert dy = 2. Ilyen kédbdl (n — 2)"—3

darab van. Szimmetria miatt azokbdl a megfelel fakbdl, amelyekben d; = 2 és do = 1 ugyanennyi van, tehat a
vélasz 2(n — 2)" 3.

(Vagy: ugyanigy érvelve mint az elébb, az olyan, a feltételeknek megfelelé faknak, ahol di = 2 és do = 1,
pontosan azok a Priifer kédok felelnek meg, amelyekben nincs 2-es, az elsé szamjegye az 1-es, és tobb 1-es nincs
benne. Ilyen kédbdl ugyancsak (n — 2)"~3 darab van, tehat a valasz 2(n —2)"73.) 6 pont

2. Maximalisan hény éle lehet egy 100 csicsu egyszerii grafnak, amelyben van Euler 1t (séta)?
(Adjunk is meg egy ilyen legtobb éli grafot!)

Egy grafban akkor és csak akkor van Euler 1t, ha izoldlt pontoktdl eltekintve Osszefliggd és minden fokszama
paros, kivéve legfeljebb kettot. 1 pont
Mivel a fokszamok Gsszege az élek szamanak a kétszerese, a fokszamok 0sszegét kell maximalizdlnunk. 1 pont
Egy 100 cstcsu egyszerli grafban minden csics foka legfeljebb 99, ami viszont paratlan. Tehat 98 cstics

fokszama legfeljebb 98, két csicsé legfeljebb 99. 4 pont
Ez viszont el is érhetd: hagyjunk el a teljes 100 csticst grafbdl 49 fiiggetlen (kozos végponttal nem rendelkezd)
élet. 3 pont
Ez a gréf osszefiigg, minden foka péros, kivéve kettt, és (*5°) — 49 = 4901 éle van. 1 pont

3. Legyen n > 6. A G n cstcsu graf komplementerében, G-ben, semelyik hdrom csticsnak sincs
k6z0s szomszédja. Bizonyitsuk be, hogy G-ben van Hamilton kor.

Tegyiik fel, hogy G-ben a v cstics fokszdma legaldbb 3. Ebben az esetben v harom szomszédjanak lenne kézos
szomszédja, éppen v. 6 pont



Tehat G-ben minden cstics fokszdma legfeljebb 2, ezért G-ben minden cstics fokszama legaldabb n—3. 2 pont
Viszont n — 3 > n/2 mert n > 6, tehit a Dirac tétel szerint G-ben van Hamilton kor. 2 pont

4. A K, teljes n csicsu graf (n > 4) élein pozitiv silyok vannak, minden sily kiilonboz6. Bi-
zonyitsuk be, hogy a masodik legnagyobb silyi él nem lehet benne K, minimadlis 6sszsulyu feszit6faja-
ban.

Legyen F' a minimélis Osszsulyu feszitofa, és tegyiik fel, hogy e, a masodik legnagyobb silyt él, benne van
F-ben. Hagyjuk el e-t F-bol. Ekkor két komponenst kapunk, legyenek ezek F; és Fy. Legyen n; illetve ny F
illetve F5 cstcsainak a szama. 3 pont

Tesz6leges, F1 és Fs kozti élet hozzaadva Fy U Fb-hoz, Gjra egy feszitofat kapunk, és Gsszesen nine ilyen él
van, ezek koziil az egyik e. 3 pont

Mivel n = ni + no > 4, ni,ne > 1 ezért niny > 3. Ebbdl kovetkezik, hogy ezek koézott az élek kézott van
egy olyan ¢’ él, amely nem a legnagyobb és nem a mésodik legnagyobb stlyu él. 2 pont

Az F' = Fy U Fy U {e'} feszitofa osszssulya kisebb, mint F dsszsstlya, hiszen, €’ stilya kisebb, mint e silya.
Ez ellentmond F minimalitdsanak, vagyis a feltevésiink, hogy e € F, hamis. Ezzel belattuk a feladat allitasat.

2 pont

5. A (G, s,t,c) halézatban a maximélis folyam nagysaga 100. Vonjunk le minden él kapacitdsabdl
1-et, igy kapjuk a (G, s,t,c— 1) halézatot, amelyben a maximadlis folyam nagysdga 50. Bizonyitsuk be,
hogy az eredeti (G, s,t, c) halézatban van olyan él, amelynek a kapacitasa legfeljebb 2.

Els6 megoldas:

Mivel a (G, s, t,c — 1) hélézatban a maximalis folyam nagysdga 50, ezért (a Ford-Fulkerson tetel alapjan)
van benne egy 50 kapacitasu (S,7') végas. 3 pont
Tegyiik fel, hogy az (S,T) vdgdsban k darab S-bél T-be utaté él van. Ezek kapacitdsainak az Osszege
természetesen 50. Ekkor az eredeti (G, s, t, ¢) hdlézatban ezen élek kapacitdsainak az 6sszege 50 + k, vagyis ennyi
a (G, s,t,c) hlézatban az (S,T) vdgas kapacitédsa. 3 pont
De a feltétel szerint 50 + k > 100, ezért k > 50. Visszatérve a (G, s,t,c — 1) hélézatra, ezek szerint az (S,T)
vagasban k > 50 darab él kapacitdasdnak az 6sszege 50, vagyis valamelyiknek a kapacitdsa legfeljebb 1. Ennek az
élnek az eredeti (G, s, t, ¢) hdlézatban a kapacitdsa legfeljebb 2. 4 pont
Masodik megoldas:
Tegyiik fel, hogy a (G, s, t, ¢) halézatban minden él kapacitdsa nagyobb, mint 2. 2 pont
Tekintsiik a (G, s, t, ¢/2) hélézatot, tehat felezzitk meg minden él kapacitdsat. Mivel (G, s, t, ¢)-ben a maxi-
malis folyam nagysdga 100, (G, s,t,¢/2)-ben 50. (Minden vagds kapacitdsa felez6dott, igy a minimélis vigas
kapacitdsa 50. Ami egyenl6 a max folyam nagysagaval a Ford-Fulkerson tétel szerint.) 4 pont
Feltevésiink szerint minden e élre c(e) > 2, tehdt c(e)/2 > c(e) —1. Vagyis a (G, s,t,c—1) hélézatban minden
él kapacitdsa nagyobb, mint a (G, s,t,¢/2) hélézatban. Ezért (G, s,t,c — 1) minden végdsdnak a kapacitdsa is
nagyobb, mint a megfelel§ vigdsé (G, s,t,c/2)-ben. Tehdt a maximélis folyam nagysdga (G,s,t,c — 1)-ben
nagyobb, mint 50, ami ellentmondés! Vagyis a feltevésiink hamis, ezzel belattuk az allitést. 4 pont

6. A G 100 cstcsu grafban minden cstcs foka legaldbb 2. Hagyjunk el minden lehetséges médon
két élet. Azt latjuk, hogy 60 esetben a kapott graf nem lesz Osszefiiggd, az Gsszes tobbi esetben igen.
Bizonyitsuk be, hogy G élosszefliggdségi szama, \(G) = 2.

A feltétel szerint létezik olyan él par (s6t, 60 darab ilyen pér is van) amelyet elhagyva G tobb komponensre

esik szét. Tehdt A\(G) < 2. 3 pont
Tegyiik fel, hogy A(G) < 1. Ebben az esetben van olyan e él, amelyet elhagyva G-b6l a kapott graf nem
Osszefiiggd. 3 pont

Mivel minden cstucs foka legaldbb 2, G-nek legalabb 100 éle van. Tehat e-n kiviil van még legaldbb 99 él,
vagyis legaldbb 99 (e, e’) élpar van, amelyek elhagydsdval a kapott graf nem lesz Gsszefiiggd. Mivel a feltetel
szerint csak 60 ilyen élpar lehet, ellentmonddsra jutottunk, tehét A(G) = 2. 4 pont

Ilyen graf tényleg van, de ez nem volt része a feladatnak.



