Kombinatorika és grafelmélet 1.

5. gyakorlat, 2016. marcius 22.
Menger tételer, magasabb 0sszefiiggoséq

1. Mutassunk példat olyan véges, egyszeri G grafra, amire \(G) # k(G). Lehet-e a két Gsszefliggbség
koziil a nagyobbikat a kisebbiknek egy alkalmas fliggvényével feliilrol becsiilni?

2. Tetszbleges 1 < k < A pozitiv egészekre konstrudljunk G gréafot, amire A(G) = A és k(G) = k.

3. Hatdrozzuk meg a K, teljes graf A(K,) ill. k(K,) élosszefiigg6ségi ill. pontosszefiiggéségi szamat.
Ugyanez a kérdés a K, , teljes paros grafra.

4. Legyen G az a graf, mely egy 8 hosszu korbol tugy keletkezik, hogy a koron atellenes csicsokat

egy-egy éllel 6sszekotjiik. Igazoljuk, hogy x(G) = 3.

A 10-csticsu teljes grafnak legfeljebb hany élét lehet elhagyni igy, hogy a maradék graf 4-élof legyen?

Bizonyitsuk be, hogy barmely n cstcsu k-6f grafnak legalabb kn/2 éle van!

Mutassuk meg, hogy tetszéleges G véges graf esetén 0(G) > A(G) > k(G) teljesiil.

Mutassuk meg, hogy ha a G egyszeri graf pontosan akkor 2-6f ha barmely két csicsara talalhaté
olyan kor G-ben, amely ezen csiicsokat tartalmazza. Igazoljuk, hogy ha egy izolalt pontot nem
tartalmazd, egyszerti G' graf pontosan akkor 2-6f, ha G barmely két élén keresztiil vezet G-nek kore.
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9. Tegylik fel, hogy a G graf k-of. Vegylink fel egy 1j x pontot, és kossiik 6ssze G harom kiilonbozé
pontjaval. Mutassuk meg, hogy az igy kapott G’ graf is k-6f!

10. Igazoljuk Dirac tételét: ha k(G) > k > 2, akkor G barmely k pontjahoz taldlhaté G-nek olyan kére,
amely mind a k£ pontot tartalmazza.

11. Mutassuk meg, hogy a 2-6f ill. 2-él6f grafoknak van fiilfelbontasa. Azaz, a 2-6f grafok pontosan azok,
amelyek felépitheték egyetlen csiicsbdl fillek egymas utani hozzdadasaval. Itt minden fil a mar
felépitett félkész graf két kiilonbozé csicsa kozti olyan 1ut, amelynek bels6 csicsai nem szerepelnek
az eddig felépitett grafban. A 2-él6f grafok fiilfelbontasara hasonlé igaz, megengedve, hogy egy fiilnek
a két vége ugyanaz a csucs legyen. (Iranyitott grafokra hogyan terjesztheték ki ezek az éllitasok?)

12. Tgazoljuk, hogy tetszolges G véges, irdnyitatlan grafnak pontosan akkor van erGsen Osszefliggd
irdnyitasa (azaz olyan, amelyre barmely két csiics kozott mindkét irdnyba van irdnyitott tt), ha
G kéteszeresen élosszefliggo.

13. Bizonyitsuk be, hogy ha a G iranyitott grafban van u-bol v-be is és v-bol w-be is k éldiszjunkt
irdnyitott ut akkor G-ben létezik u-bol w-be is k éldiszjunkt irdnyitott 1t.

14. Tgazoljuk, hogy ha az azonos ponthalmazon megadott GGy és G5 grafok élhalmaza diszjunkt, akkor
MG+ Ga) > MGy) + MGy). Igaz-e, hogy ekkor k(G + Ga) > k(G1) + k(G) is teljesiil? (G + Gs
azt a grafot jelenti, aminek csicshalmaza a két graf kozos csucshalmaza, éleit pedig a két élhalmaz
unidja adja.)

15. Legyenek A, B, C paronként diszjunkt, r-elemii halmazok, és V(G) = AUBUC a G graf csticshalmaza,
valamint legyen uv € E(G), ha u és v nem ugyanabbdl az r-elemii halmazbdl valék. Mekkora k(G)?

16. Adjunk hatékony algoritmust egy tetszoleges iranyitatlan graf pontosszefiiggdségének meghatarozasara.

17. Tegytik fel, hogy a G graf a rogzitett x és y pontokat 6sszekoto pontidegen utak maximalis szama
5. Lehet-e az x és y pontokat 0sszekoto utakat lefogd élek minimalis szama 1, 2, 3, 4, 5, 6, vagy 77

18. Legfeljebb mekkora lehet két fa unidjanak él- ill. pontosszefiiggdsége?
Hazi feladatok

1. Igazoljuk, hogy ha a G graf 2016-pontt és 13-6f, akkor G' barmely két csiicsa kozott vezet legfeljebb
155-él1 1t.

2. Igazoljuk, hogy ha egy n ponti egyszerti G grafban minden fokszam legaldbb (n + k — 2)/2, akkor
G k-of!



