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Kombinatorika és grafelmélet 1.
4. gyakorlat, 2016. marcius 8.
Hamilton-kor, Hamilton-ut, folyamok

. (a) Bejdrhaté-e a 4 x 4-es sakktdbla egy huszarral gy, hogy minden mez&t pontosan egyszer érintiink? (A huszér

mindig egy 3 X 2-es téglalap egyik mezdjérdl az atellenes mezdre 1ép.) Mi a valasz (b) valédi sakktdbla (8 x 8-as),
(c) 3 x 5-6s, (d) 3 x 6-0s sakktdbla esetén?

. Mutassuk meg, hogy ha egy 3-regularis G grafban van Hamilton-kér, akkor G élei hdrom szinnel szinezheték ugy,

hogy azonos szinti éleknek ne legyen kozos végpontjuk.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy 2n-ponti G grafban van Hamilton-kér, akkor kivélaszthaté G-nek néhany diszjunkt
éle gy, hogy G minden pontja végpontja valamelyik kivalasztott élnek.

Legyen G egy 2n cstucsu egyszeri graf és tegyiik fel, hogy G minden csicsanak legaldbb n szomszédja van.
Bizonyitsuk be, hogy ha G minden élének ki szeretnénk vélasztani legalabb egy végpontjat, akkor G-nek legalabb
n csucsat kell kivélasztanunk.

. Egy tarsasidgban barmely két embernek legaldbb két kozos ismer6se van. Tudjuk tovdbba, hogy barmely két ember

vagy ismeri egymast, vagy ha nem, akkor a tarsasadg barmely harmadik tagjat legalabb az egyikiik ismeri. Bizonyitsuk
be, hogy a térsasdg tagjai letiltetheték egy (megfeleld méretii) kerek asztal koré tgy, hogy mindenki két ismerdse
kozott iiljon.

A G egyszerii grafnak 2n + 1 csicsa van és minden csicsanak legaldbb n a foka. Bizonyitsuk be, hogy G-ben van
Hamilton-tt!

Legyenek a G,, graf pontjai az n hosszu (0, 1) sorozatok. Két pont akkor legyen szomszédos, ha pontosan egy helyen
térnek el egymdstol (pl. az n = 4 esetben (0,0,0,1) és (0,1, 0, 1) szomszédosak). Van-e a G,, grafnak Hamilton-kore?
Egy G egyszerti graf csicsait az 1,2,...100 szdmok jelolik. Az ¢ és j csticsok kozott pontosan akkor vezet él, ha
|t — j| < 2. Tartalmaz-e G Hamilton-kort, illetve utat?

Igazoljuk, hogy ha a G grafban van Hamilton-kor, akkor a G — v ill. a G — e graf G barmely v csiucsara és barmely
e élére is Osszefiiggd.

Hény kiilonb6zé Hamilton-kore van a G,, grafnak, ha

(a) Gp az n cstcsu K, teljes grafot jeloli és n > 3;

(b) Gr egy olyan graf, melyhez K, egy x,y élének elhagydsa révén jutunk és n > 4,

(¢) Gr a 2n cstcst Ky, teljes pdros grafot jeloli és n > 2.

Létezik-e Hamilton-kor, illetve Hamilton-ut az alabbi grafokban?
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Legaldbb hdny éle van egy olyan hat (n) pontu grafnak, melynek van Hamilton-kore?

Legfeljebb hany éle lehet egy hat (n) cstcsi grafnak, amelyben nincs Hamilton kor?
Adjunk meg egy-egy maximélis folyamot az aldbbi hélézatokban, és bizonyitsuk be, hogy nagyobb folyam nem
lehetséges.
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a) Az el6z6 feladat hilézataiban vélasszuk valamelyik él kapacitdsat a feltiintetett helyett c-nek, és hatdrozzuk meg,
hogyan fiigg a maximalis folyamnagysag a c kapacitds értékétol.

b) Szintén az el6z6 feladat halézatait tekintve dontsiik el, melyik élt kellene a grafban t6rolni ahhoz, hogy a 1étrejové
hélézatban a maximélis folyam nagysaga a lehetd legkisebb legyen.

Tegyiik fel, hogy a (D, s,t,c) hélézatban az s-t tartalmazd, ¢t-t8l diszjunkt X és az Y ponthalmazok mindegyike
minimalis kapacitdsi st-vagast hatdroz meg. Mutassuk meg, hogy az X NY és X UY ponthalmazokhoz is minimélis
kapacitasu st-vagas tartozik.

Igaz-e, hogy minden hdlézatban van olyan e él, amelynek a kapacitdsat e-nal csokkentve (ahol 0 < ¢ < c¢(e)) a
maximélis folyamnagysag is e-nal csokken?

Igaz-e az, hogy minden hélézatban van olyan e él amihez létezik egy pozitiv € mennyiség tigy, hogy ha e kapacitasat
e-nal noveljiik (ahol 0 < e < ¢(e)), akkor a maximalis folyamnagysdg is e-nal novekszik?

Ha a fenti allitdsok valamelyike nem igaz, akkor hogyan lehet eldonteni egy adott hal6zatban, hogy létezik-e olyan
él, ami rendelkezik a kérdésben leirt tulajdonsdggal?

Adott a D irdnyitott graf valamint D élein a ¢ kapacitasfiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy ha s,t és w a D olyan
csucsai, hogy létezik D-ben m nagysigui st-folyam és m nagysagu tw folyam is, akkor D-ben létezik m nagysigui
sw folyam.

Hatédrozzuk meg a maximalis folyam értékét az aldbbi halézatokban!
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Egy (G, s, t, c) halézatban minden él piros, fehér, vagy zold. Ha csak a piros és fehér, vagy csak a piros és zold, vagy
csak a fehér és zold éleket tekintjiik, akkor a kapott halézatokban a maximdlis folyam nagysaga 10. Bizonyitsuk be,
hogy a teljes hal6zatban a maximélis folyam nagysaga legalabb 15.

Hazi feladat

1.

Igazoljuk, hogy minden 8-reguldris grafnak van 4-reguldris és 2-reguldris feszit6 részgrafja is. Egy 2-reguléris grafnak
van-e mindig olyan 1-reguldris feszité részgrafja?

(Egy gréfot k-reguldrisnak neveziink, ha minden csicsdnak a fokszdma k. Egy részgrafot feszitd részgrdfnak neveziink,
ha az eredeti graf dsszes pontjét tartalmazza.)

Tegyiik fel, hogy G egy 0Osszefliggd graf, és hogy K egy olyan kore G-nek, amelynek tetszoleges élét torolve, a kapott
at G egy leghosszabb ttja lesz. Bizonyitsuk be, hogy ekkor K Hamilton-kére G-nek.

Iranyitsuk a kocka élhdlézatanak éleit az s cstiicsbdl az dtellenes ¢ cstics felé. Hogyan kell a kiosztani a 12 él kozt 4
db 1-es, 2-es ill. 3-as kapacitdst, hogy a kapott hal6zatban a maximalis folyamnagysag a lehetd legnagyobb legyen?



