Kombinatorika és grafelmélet 1.
3. gyakorlat, 2016. marcius 1.
Priifer-kod, minimalis sulyu feszitofa, Fuler kor

. Egy fa Priifer kédja (3,1,4,1,5,9,2,6). Mi a kéd elkészitéséhez elsének torolt levél indexe? Mi a kédhoz

tartozé fa?

Bizonyitsuk be, hogy ha F' fa, akkor leveleinek szama legaldbb akkora, mint az F-beli csicsok maximalis
fokszdma.

. Bizonyitsuk be, hogy ha egy fanak nincs masod- és harmadfoku csicsa, akkor az Osszes csicsanak legalabb

% része levél.

. Melyik fak tartoznak az alabbi Priifer-kédokhoz: (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10), (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1), (1,2,1,

3,1,4,1,5,1,6) ill. (5,4,8,2,2,2,8)?

Melyek azok a fak, melyek Priifer-kédja csupa kilonboz6 szambdl all? Es melyek azok, melyeknek csupa
azonos szambdl all?

Héany olyan fa adhaté meg n cimkézett ponton, melyben a pontparok tavolsagai koziil a legnagyobb
harommal egyenlé? (Két pont tdvolsdgan a koztiik levs legrovidebb tton taldlhaté élek szamat értjik.)

7. Hény olyan fa adhaté meg n cimkézett ponton, melynek az n pont levele?

8. AV =1{1,2,...,2n} (szdmozott) pontokon hany olyan egyszerli G graf adhaté meg, melynek 2n — 2 éle
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van és két egyforma méretii, 6sszefiiggd komponensbol all?

Hény kiilonbozé olyan fa adhaté meg az 1,2, ... ,8 cimkézett csicsokon, ami az {1, 2}, {3,4}, {5,6}, {7,8}
élek koziil legalabb az egyiket nem tartamazza?

Legyen dy > dy > --- > d,, > 1. Bizonyitsuk be, hogy di,ds,...,d, egy (n csicsi) fa fokszdm sorozata
akkor és csak akkor, ha dy +ds +---+d,, = 2n — 2.

Bizonyitsuk be, hogy egy faban tetszbleges két leghosszabb utnak van kozos csticsa.

Bizonyitsuk be, hogy egy fdban az dsszes leghosszabb ttnak van kozos csticsa. (*)

Adott n varos, barmely kettd kozott van repiil6jarat, de csak az egyik irdnyban. Mutassuk meg, hogy van
olyan varos, melybol barmely mésik elérhetd legfeljebb egy atszallassal.

Adott r darab, egyenként k csicsi pontdiszjunkt fa. Hanyféleképpen egészithetd ki ez az r fa egyetlen k - r
cstcesd fava? (A kiegészités gy értendd, hogy az r fa mindegyike részgréfja lesz a keletkezd k - r csticsi
fanak.)

Adjunk meg tetsz6leges k-hoz k darab nem izomorf f4t, amelyeknek ugyanaz a fokszdm sorozata.

Milyen k pozitiv egészekre adhaté meg olyan 2000 €l és 2000 csuicsu Gsszefliggd graf, amire igaz a kovetkezo:
G-ben a 2000 él koziil adhatd egynek 2 egységnyi, 1999-nek 1 egységnyi sily tgy, hogy a G-bdl kivalaszthatd
kiilonb6z6 minimélis stlyd feszitéfak szdma éppen k legyen? (A feszit6fdk megkiilonboztetésekor a graf
csUcsait cimkézettnek tekintjik.)

Legyenek az G teljes graf csicsai a v, v2,...,v, pontok, és legyen a v;v; él siilya max(i, j). Hatdrozzuk
meg a G graf minimélis sulyu feszit6fdinak szamat.

Bizonyitsuk be, hogy az élsilyozott G graf e = uv élére pontosan akkor igaz, hogy e a G minden minimélis
sulyu feszit6fdjanak éle, ha V(G) felbonthaté két diszjunkt ponthalmaz unidjara gy, hogy u és v kiilonb6z6
halmazokban legyenek, tovabbé a két ponthalmaz kozott e az egyediili legkisebb stlyu él.

Tegylik fel, hogy egy silyozott élii grafban pontosan két minimalis sulyu feszitéfa van. Bizonyitsuk be,
hogy ekkor ezek csak egy élben térnek el egymédstol.

Hogyan sulyozzuk egy n csicsu teljes graf éleit tigy, hogy a sulyok Osszege 1, és a minimalis feszitéfa siulya
a lehet6 legnagyobb?

Mennyi az igy kapott minimélis feszit6fa sulya?
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Ha egy stlyozott éli grafban vannak egyforma silyu élek, akkor elképzelhetd, hogy a mohé algoritmus
tobbféleképpen is lefuthat. Bizonyitsuk be, hogy minden minimalis 6sszsulyu feszit6fa megkaphat6 a mohd
algoritmus megfeleld futtatdasaval.

Igazoljuk, hogy ha a G graf minden fokszdma pdros, akkor E(G) eléall éldiszjunkt korok unidjaként.

Igazoljuk, hogy ha G &sszefiiggd és minden fokszdma péros, akkor G-b6l elhagyhaték G egy korének élei
ugy, hogy a kapott graf izolalt pontoktdl eltekintve Gsszefiiggé maradjon.

Bizonyitsuk be, hogy egy irdnyitott grafnak (amelynek nincs izoldlt pontja) akkor és csak akkor van
irdnyitott Euler kore, ha minden pont be—foka egyenlé a ki—fokdval, és graf, mint irdnyitatlan graf, 6sszefiiggé.

Legyenek a G,, graf pontjai az n hosszi (0, 1) sorozatok. Két pont akkor legyen szomszédos, ha pontosan
egy helyen térnek el egymdstdl (pl. az n = 4 esetben (0,0,0,1) és (0,1,0,1) szomszédosak). Van-e a G,
grafnak Fuler kore?

Mutassuk meg, hogy ha a G grafnak van Euler kore, akkor G cstcsainak barmely részhalmazabdl paros
sok él indul a komplementerébe.

Egy egyszerti G graf csicsait az 1,2, ...,100 szamok jelolik. Az i és j cstucsok k6zott pontosan akkor vezet
él G-ben, ha |i — j| < 2. Tartalmaz-e G Euler kort, illetve Euler utat?

Mutassuk meg, hogy ha a G grafnak van Euler kore, akkor G élgréfjdnak, L(G)-nek is van Euler kore!

(A G grathoz tartozo élgrdf csicsai G éleinek felelnek meg, és két L(G)-beli cstics pontosan akkor szomszédos,
ha a nekik megfelel§ G-beli éleknek van kozos végpontjuk.)

Van-e olyan egyszert graf, melynek van Euler kore, tovabba paros szamu pontja és paratlan szamu éle van?

Mutassuk meg, hogy barmely 6sszefligg6 graf élei bejarhatok tgy, hogy mindegyiken kétszer megytink végig,
éspedig mindkét irdnyban egyszer-egyszer.

A G grafnak e és f két olyan éle, melyeknek van kozos végpontjuk, tovabba G-ben létezik Euler-kor.
Kovetkezik-e ebbol, hogy G-ben olyan Euler-kor is van, melyben e és f egymast kévetik?

Minimélisan hényszor kell felemelni a ceruzankat, hogy lerajzoljuk az aldbbi grafot gy, hogy minden élt
pontosan egyszer rajzolunk le és masik élre csak a graf csucsaindl valthatunk?
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Melyek azok a grafok amikben pontosan egy Euler-kér van? (Tehdt egy él szomszédai az Euler-korén mindig
ugyanazok.)

Az aldbbi allitdsok koziil melyik igaz?

(a) Ha G egy korének éleit torolve a maradék G’ grafnak van Euler-kore, akkor G-nek is van.

(b) Ha G 6sszefliggé és egy korének éleit torolve a maradék G’ grafnak van Euler-kore, akkor G-nek is van.
(¢) Ha G-ben van Euler-kor és G valamely korének éleit toroljiik, akkor a maradék G’ gréfban is van.

(d) Ha G osszefiiggd és egy korének éleit torolve a maradék G’ grafban van Euler-tit, akkor G-ben is van.

Hazi feladat

1.

2.

Egy n csicsu teljes graf minden élének mas a sulya. Bizonyitsuk be, hogy csak egy minimalis Gsszsulya
feszitéfaja van.

Hogyan stlyozzuk egy n csicsu teljes graf éleit ugy, hogy a stlyok Gsszege 1, és a minimélis feszitéfa silya
a lehet6 legnagyobb?

Mennyi az igy kapott minimélis feszit6fa sulya?



