Kombinatorika és grafelmélet 1.
11. gyakorlat, 2016. majus 2.
Sikgrafok, osszefoglals. Jon a ZH!!

2. ZH: majus 6, péntek, 2-4 E 505

1. Adjunk meg olyan 8 cstcsi, egyszerii, sikbarajzolhaté grafot, aminek a komplementere is sikbarajzolhatd!

2. Bizonyitsuk be, hogy minden egyszerii sikbarajzolt G graf 3-Gsszefiiggové tehetd tovabbi élek behuzasaval
a sikbarajzoltsidg és az egyszeriiség megtartasa mellett. Igazoljuk, hogy ha G sikbarajzolt, egyszerii, és
minden lapja haromszog, akkor G 3-6sszefiiggd.

Mutassunk olyan sikbarajzolt, NEM egyszerii grafot, amelynek minden lapja haromszog, de nem 3-6sszefiiggd.

3. Egy grafban minden pont foka legfeljebb 3, és minden kore legfeljebb 5 hosszia. Mutassuk meg, hogy a graf
sikgraf!

4. (Hanani-Tutte tétel) (*) Egy gréafot sikeriilt tgy lerajzolnunk, hogy barmely két éle paros sokszor metszi
egymaést. Bizonyitsuk be, hogy sikgraf!

5. a (*). Mézga Aladar (A), Doktor Bubéd (B) és Csérmester (C) egy sorhdzban laknak, egymds mellett, a
gardzsaik egy mésik épiiletben vannak, ugyancsak egymads mellett. (1. dbra)

Sajnos nagyon rosszban vannak, ezért gy szeretnének utakat épiteni mindhdrom lakastél a megfeleld
gardzsig, hogy az utak ne keresztezzék egymédst. (Mar 6regek és nem tudnak repiilni.) Lehetséges ez?

b. Raadasul a nyaraldik is egy kozos kertben vannak, de mindenkinek sajit kapuja van, a 2. dbra szerint.
Nem tul szerencsés elrendezés. Itt meg tudjak épiteni az utakat a harom haztél a megfelel6 kapukig ugy,
hogy ne keresztezzék egymast?
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1. dbra. Mézga Aladar, Doktor Bubé és Csérmester lakdsa és gardzsa.
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2. dbra. Mézga Aladér, Doktor Bubé és Csérmester nyaraléja.

6. (mult heti hdzi) Mutassuk meg, hogy ha a G sikbarajzolt graf minden lapjit pdros szdmu él hatérolja,
akkor G paros graf.



7. (mult heti hézi) Tetsz6leges G sikbarajzolt gréifra legyen n(G) a csicsok, e(G) az élek, t(G) a tartomédnyok
szdma. Hatdrozzuk meg az n(G) + 2e(G) — t(G) mennyiség maximumat, ha G béarmilyen 2016 cstcsi
egyszeri Osszefliggd sikbarajzolt graf lehet.

1. ZH, 2015. marcius 16. 10.15-11.45, E 505.

2. Tegyiik fel, hogy G egy egyszerti, legaldbb 7 csicsu graf és barmelyik két csicsat (és a rajuk illeszkedd
éleket) elhagyva sikgrafot kapunk. Bizonyitsuk be, hogy G kromatikus szdma x(G) < 5.

3. Tetszbleges n csticsu G sikbarajzolt grafra legyenek dy, ds, . . ., d,, a csticsok fokszamai, t = ¢(G) a tartoményok
szdma, és legyenek Fy, Fy, ..., F; a tartoményok (beleértve a végtelen tartoményt is). | F;| jelentse az F; tartomény
hatdran 16v6 élek szdmat (ha egy él mindkét oldaldrdl F;—t hatérolja, akkor kétszer szamoljuk). Hatarozzuk meg
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mennyiség maximumat és minimumat, ha G tetszoleges n = 100 cstcsu, egyszeri sikbarajzolt graf lehet.

2. Alairaspotld ZH., 2014. december 17. 8.15:9.45, 1B 134

Segitség: 7(G): lefogd pontok minimélis szdma, v(G): fiiggetlen élek maximélis szdma, p(G): lefogd élek minim4lis
szdma, «o(G): fiiggetlen pontok maximdlis szdma, w(G): klikkszdm, x(G): kromatikus szam, x(G): pontosszefuggSségi
szdm, A(G): élosszefliggéségi szdm.

Definicié. Legyen G egy tetszéleges egyszerli graf a vy, vs, ..., vy, csicsokon, k > 0 egész. A kG graf cstcsai vy,
1<i<n,1<5<k, av; és vyj csicsok pontosan akkor vannak osszekotve éllel kG-ben, ha i = 7/, vagy ha v;
és vy Ossze vannak kotve G-ben. Vagyis tgy kapjuk a kG grafot G-bél, hogy G minden csucsat helyettesitjiik k
csuccsal, két 1j cstcs akkor és csak akkor van Osszekotve kG-ben, ha ugyanabbdl a G-beli cstcsbdl szarmaznak,
vagy ha a megfeleld két G-beli csics Gssze volt kotve G-ben.

1. Legyen G egy egyszerii graf, Tegyiik fel, hogy x(G), G pontosszefiiggéségi szdma 3. Bizonyitsuk be, hogy
Kk(3G) = 9.

2. Legyen G = C7, a 7 hosszu kor. Bizonyitsuk be, hogy 7 < x(3G) < 8.

3. Tegytik fel, hogy a G egyszerti grifra v(G) = 3 és x(G) = 7. Bizonyitsuk be, hogy w(G) > 6.

4. Legyen G egy pdros graf A, B osztélyokkal. Tegyiik fel, hogy minden X C A esetén |N(X)| > |X]| — 1.
(N(X) az X-hez tartozé csicsok szomszédainak halmaza) Bizonyitsuk be, hogy G-ben van olyan parositas, amely

A-t egy csics kivételével lefedi.

5. A G grafrdl tudjuk, hogy élosszefiiggdségi szama, A(G) = 2. Ha a v csicsot elhagyjuk G-bél, akkor a kapott
G\ {v} gréf pontosan hdrom Osszefiiggé komponensbdl &ll. Bizonyitsuk be, hogy v foka, d,, > 6.

6. A G egyszerii graf csicsai vy, v2,...v15 €5 ui, u2,...,uis. A v; és u; pontok Gssze vannak koétve akkor és
csak akkor, ha ij oszthaté 4-gyel. Mds él nincs. Hatérozzuk meg 7(G), v(G), p(G) és a(G) értékét.



