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Javitékulces

Az Utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tajékoztatd jelleggel llapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszadm megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a felttele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet
megfelel6 részének vgiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, 4&m a kérdéses 4llitas, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a megfelel6 részpontszam legaldbb részben jr. Természetesen az ismertetet-
tektdl eltérd de helyes megoldédsokért teljes pontszamok, részmegolddsokért pedig az utmutatébeli pontozas intelligens

kozelitésével meghatdrozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szédmoldsi hibdért altaldban (hibanként) 1 pontot vonunk le.

Segitség: 7(G): lefogd pontok minimdlis szdma, v(G): fliggetlen élek maximdlis szdma, p(G): lefogd élek
minimdlis szdma, «(G): fliggetlen pontok maximélis szdma, w(G): klikkszdm, x(G): kromatikus szdm.

1. A G graf csicsai vy, ...v5 és ui,...,us. Minden i, j-re (1 <14,j < 5) v; és u; Ossze vannak kotve
éllel. A v; és v; csticsok pontosan akkor vannak Osszekotve, ha |i — j| =1 vagy 4, és ugyanigy az u; és
u; csticsok pontosan akkor vannak Osszekotve, ha [i — j| = 1 vagy 4. (Vagyis G két 5 hosszi kérbél all,
amelyek kozott egy teljes paros graf van.) Bizonyitsuk be hogy G pontosszefiiggdségi szama, k(G) = 7.

Be kell bizonyitanunk, hogy akdrhogyan hagyunk el hat pontot G-bol, a megmaradd graf osszefiiggd marad,

de hét alkalmas pont elhagyédsaval mar el tudjuk érni, hogy a maradék graf ne legyen Gsszefliggo. 1 pont
Tegyiik fel el6szor, hogy tgy hagytunk el néhany pontot a grafbdl, hogy az v, ...vs pontok koziil is maradt
legaldbb egy és az u,...,us pontok koziil is. Ekkor a megmaradt v; illetve u; pontok egy teljes paros grafot
feszitenek, ami Osszefiiggo. 2 pont
Tehat ha azt szeretnénk, hogy a megmaradd graf ne legyen Osszefiiggd, akkor az egyik osztalyt, mondjuk a
v1,...vs pontokat, mind el kell hagynunk. 1 pont
Ekkor a megmarado uy, ..., us pontok egy 6t hosszi kort feszitenek, ami még mindig Osszefiiggo. 1 pont
S6t, ha ebbdl is elhagyunk egy pontot, a maradék még mindig 6sszefiiggd. 2 pont
Viszont ha két nem szomszédos pontot hagyunk el, mondjuk u;-et és ug-at, akkor mar a megmarado6 graf
nem lesz Osszefiiggd. 2 pont
Tehét G pontosszefiiggdségi szdma, k(G) = 7. 1 pont

2. a. Bizonyitsuk be hogy az 1. feladatban szereplé G graf kromatikus szama 6.
b. Legkevesebb hany élet kell elhagynunk G-bol, hogy a kapott graf kromatikus szama 5 legyen?

a. A vp,...v5 6t hosszi kor kromatikus szdma 3 és ugyanigy az uq, ..., us 0t hosszi kor kromatikus szdma
is 3. 2 pont
A vq,...v5 illetve az uq, ..., us pontok kozott az 0sszes él be van hizva, ezért a vy, ... vs pontok szinezéséhez
hasznalt szineket egyaltalin nem hasznalhatjuk az w1, ..., us pontok szinezéséhez. 2 pont
Tehat egy jo szinezéshez legalabb 3 + 3 = 6 szin kell. 1 pont
Ennyi szinnel viszont kénnyedén ki tudjuk szinezni G-t, harom szinnel kiszinezziik a vy, ...vs pontokat és
masik hdrommal az uq,...,us pontokat. 1 pont
b. Legaldbb egy élet biztos, hogy el kell hagyni, mert jelenleg 6 a kromatikus szam. De egy €l eleg is, pl
hagyjuk el az ujus élet. Ekkor a vy, ... vs pontokat kiszinezzik 3 szinnel, az w1, ..., us pontok most egy 4 hossza
utat feszitenek, két, az el6z6 haromtol kiillénb6z6 szinnel ki tudjuk 6ket szinezni. 4 pont

3. Legyen G egy 100 csicsu graf, v(G) = 2.
a. Bizonyitsuk be, hogy x(G) < 5.
b. Mutassunk minden n > 5-re olyan n csticsi G grafot, amelyre v(G) = 2 és x(G) = 5.

Legyen ab és cd két fiiggetlen él G-ben. (Ilyen két él van, mert v(G) = 2.) 1 pont



Mivel nincs harom fliggetlen él, az a, b, ¢, d pontoktdl kiilonbozé 96 pont kozott nem fut él. 3 pont
Szinezzik ki az a, b, ¢, d pontokat négy kiilonb6z6 szinnel, a maradék 96 pontot pedig egy 6todikkel. Ez a
fentiek szerint egy j6 szinezés, tehat x(G) < 5. 3 pont
Legyen G egy K5 (6t pontu teljes graf) és n — 5 izolalt pont. Ekkor v(G) =2 és x(G) = 5. 3 pont

4. Legyen G egy paros graf A, B osztalyokkal. Tegyiik fel, hogy minden X C A esetén |N(X)| >
2|X]. (N(X) az X-hez tartozé csicsok szomszédainak halmaza)

a. Bizonyitsuk be, hogy G-ben van A-t lefed6 pérositas.

b. Bizonyitsuk be, hogy G-ben van két éldiszjunkt A-t lefedd parosités.

a. Legyen X C A, ekkor |[N(X)| > 2|X| > |X|. Tehat teljesiil a Hall feltétel, van A-t lefed§ parositds.

3 pont
b. Most hagyjuk el ennek a parositdsnak az éleit G-bél. Beldtjuk, hogy a kapott graf, G’, tartalmaz A-t
lefedd pérositast. 2 pont

Legyen X C A tetszbleges, és legyen N'(X) az X-hez tartozé csticsok szomszédainak halmaza G’-ben. 2 pont
Mivel egy A-t lefedd pdrositdst hagytunk el G-bél, vagyis minden A-beli csicsbdl csak egy élt, |[N'(X)| >

IN(X)| — |X]| > 2[X] - [X] = | X]. 2 pont
Tehdt G'-ben is teljesiil a Hall feltétel, van benne A-t lefedd pédrositds. Ezért G-ben van két éldiszjunkt A-t
lefed6 pérositas is. 1 pont

5. Hatarozzuk meg, hogy mennyi a 100 csticsi, 2-élosszefiiggd grafok élszaméanak a minimumal

Minden G grafban A\(G) < dpin (G) vagyis az élosszefiiggdségi szam legfeljebb annyi, mint a legkisebb fokszam.

3 pont

Legyen G egy 100 csuicst, 2-é16sszefliggd graf, e az élek szdma, dy, . . . d1gp a fokszamok. A fenti megallapitasbdl

kovetkezik, hogy minden ¢-re d; > 2. Ezért 2e = dy +da + - - - + d1go > 200, vagyis e > 100. 3 pont

Ugyanakkor a 100 csticsi kérnek éppen 100 éle van és 2-él6sszefiiggd, hiszen egy tetszéleges él elhagyasa utan

is Osszefiiggé marad. 3 pont

Tehat a 100 csicsu, 2-élosszefliggbd grafok élszamanak a minimuma 100. 1 pont

6. G cstcsai v, v2,...0, €5 ug,U2,...,U,. A v; és u; pontok Ossze vannak kotve akkor és csak
akkor, ha i + 1 = j, vagy ¢ + j = n + 1. Hatdrozzuk meg 7(G), v(G), p(G) és a(G) értékét.

A viug,vous, ..., Uy 1Un, Vyaur élek egy teljes parositdst alkotnak G-ben. 3 pont

Tehét v(G) > n. Ugyanakkor a vy, vs,...v, (vagy az uj,us,...,u,) pontok lefogjdk az Gsszes élet, tehdt

7(G) < n, viszont v(G) < 7(G), ebbdl kovetkezik, hogy v(G) = 7(G) = n. 3 pont

(Ezt lehetett volna egyszer(ibben is: abbdl, hogy a fenti élek teljes pérositdst alkotnak, azonnal kévetkezik
hogy v(G) = n, hiszen t&bb fliggetlen él nem fér el. A Kénig tétel alapjin ekkor 7(G) is n.)

A Gallai tétel alapjan a(G) + 7(G) = 2n tehdt a(G) = n. 2 pont

Vegiil pedig akdr a Gallai (v(G) + p(G) = 2n) akdr a Kénig (n = a(G) = p(G)) alapjén azt kapjuk, hogy
p(G) =n. 2 pont



