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Az Utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tajékoztatd jelleggel llapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszdm megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a felttele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet
megfeleld részének vgiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, 4m a kérdéses &llitds, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a megfelel6 részpontszam legaldbb részben jr. Természetesen az ismertetet-
tektdl eltérd de helyes megoldédsokért teljes pontszamok, részmegolddsokért pedig az utmutatébeli pontozds intelligens

kozelitésével meghatdrozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szdmoldsi hibdért altaldban (hibanként) 1 pontot vonunk le.

1. Hany olyan fa van a vy, ve, ..., vy csicsokon, amelynek nincs masodfoku csticsa?

Tudjuk, hogy az n—2 (jelen esetben 5) hosszu Priifer kédok egyértelmiien meghatédrozzdk a fakat a vy, vs, . . .,
v7 csucsokon és a Priifer kddban minden cstcs sorszama eggyel kevesebbszer szerepel, mint amennyi a fokszama.

2 pont

A feltétel szerint tehat azokat az 5 hosszu sorozatokat kell leszamolnunk, amelyeknek minden tagja egy 1 és

7 kozti egész szam és semelyik tag sem szerepel pontosan egyszer. 2 pont
Mivel 5 hosszi a sorozat, ez csak ugy lehetséges, hogy (1) egy tag kétszer szerepel, egy meg hdromszor, vagy
pedig (2) egy tag Gtszor. 2 pont
Szamoljuk le az ilyen szdmsorozatokat: (1) azt a tagot, amelyik hdromszor szerepel, 7-féleképpen vélaszthat-
juk ki, ezutdn azt, amelyik kétszer, 6-féleképpen. A haromszor szerepls tag (3) = 10-féle helyen allhat a
sorozatban, és ez mar meghatirozza a masik tag két helyét. Tehat 7 -6 - 10 = 420 lehetSségiink van. 2 pont
A miésik esetben (2) természetesen 7 ilyen szamsorozat van. Tehét a valasz 420 + 7 = 427. 2 pont

2. Legyen n > 0, paros. A 2n cstcsu G graf két teljes n cstcsi graf diszjunkt uniéja. Minimaélisan
hény élet kell hozzdadni G-hez, hogy a kapott graf egyszeri legyen és legyen Euler kore?

Egy grafban akkor és csak akkor van Euler kor, ha izoldlt pontoktdl eltekintve Osszefliggd és minden fokszama

paros. 1 pont
G minden csicsdnak a foka n — 1, ami paratlan. Tehdt minden csicsnak meg kell valtoztatni a fokszamat.

2 pont

Egy él behtzdsdval két cstcsnak tudjuk megvéltoztatni a fokszamdt, ezért legaldbb 2n/2 = n élt be kell
htznunk. 3 pont
Ugyanakkor ha behizunk egy teljes parositast a két teljes n csicsu graf csiucsai kozé, akkor éppen n élet
hiztunk be, a kapott graf 6sszefiiggd és minden fokszdma paros. 3 pont
Tehat a valasz n. 1 pont

3. Legyen n > 3. A 2n csicsu G egyszerl graf csiicsal v1, va, ..., U 68 UL, U, ..., Up. AV, V2, ..., 0y
csuicsok kozott minden él be van hizva, és az uq, us, . .., u, csucsok kozott is minden él be van hizva.

Ezen kiviil 6ssze van kétve vy uj-gyel és vg ug-vel. Hany kiilonb6z6 Hamilton koére van G-nek? (Két
Hamilton kor kiillonboz6, ha legalabb egy élben kiilonboznek.)

Egy tetszoleges Hamilton kornek legalabb két olyan éle van, amelynek egyik vége a vy, va, ..., v,, masik vége
az Ui, Us, ..., u, csiucsok kozott van. (Vagyis egy tetsz6leges Hamilton koérnek at kell mennie a vy,vs,..., vy,
cstcsoktdl az uy, usg, ..., u, csicsokhoz, és vissza is kell mennie.) Mivel Gsszesen csak két ilyen él van az egész
grafban, viuy és vous, ezért ezek mindenképpen benne vannak a Hamilton kérben. 2 pont

Tehat a Hamilton kor a v; csticsbdl indulva végigmegy a v, vs,...,v, csucsokon, gy, hogy az utolsé a
v9, ONnan atmegy az us-be, és vegigmegy az ui, us,...,u, csucsokon, igy, hogy az utolsdé az u;, onnan pedig
visszamegy a vi-be. 3 pont



A vy, vg,..., v, csicsokon (n—2)!-féleképpen lehet a feltételeknek megfeleléen végigmenni, és az uy, usa, ..., Uy,
csucsokon is. 3 pont
Tehat G-nek (n — 2)!? Hamilton kore van. 2 pont

4. A K, teljes n cstcsu graf (n > 3) élein pozitiv silyok vannak, e egy rogzitett él. Az e élnek
az a tulajdonsaga, hogy minden e-t tartalmazé feszit6fa minimalis 6sszsilytu feszitofa. Bizonyitsuk be,
hogy az e él siulya minimalis, vagyis nincs olyan él, amelynek néla kisebb a stlya.

Jeloljiik s-sel a silyfiiggvényt. Legyen f egy tetszOleges, e-t6l kiilonbo6z6 él. Legyen H egy Hamilton kor,

amely e és f-et is tartalmazza. 3 pont
Ekkor H — e és H — f is feszit6fa, s(H —e) = s(H) — s(e), s(H — f) = s(H) — s(f). 3 pont
Viszont H — f tartalmazza e-t, tehat a feltétel szerint minimdlis Gsszsilyu, vagyis s(H —e) > s(H — f),
s(H) —s(e) > s(H) — s(f), tehdt s(e) < s(f). 4 pont

5. Tetszbleges x > 0 szdmra legyen m(x) az aldbbi hélézatban a maximdlis folyam nagysiga.
Hatarozzuk meg az Gsszes olyan x szamot, amelyre 20 < m(z) < 50.

10 |

18+x 1945
» 42
A héldzatban taldlhaté egy 18+ x kapacitdsi vagas (dbra) ennek alapjan m(z) < 18+4x. Tehat ha 20 < m(z)
akkor x > 2. 3 pont
Ha viszont = > 2 akkor létezik 20 nagysdgui folyam (dbra). 3 pont
Ugyanakkor van egy 42 kapacitdsi végds is (dbra), tehdt a maximélis folyam ennél nem lehet tobb. Vagyis
az m(x) < 50 feltétel minden z-re teljesiil. 3 pont
Ezek alapjan 20 < m(z) < 50 akkor és csak akkor, ha x > 2. 1 pont
6. A G teljes graf csticsai ug, ug, ..., us és v1,v2,...,v25. Az wjuy, viv; (1 <i < j < 25) élek siilya

1, az Gsszes tobbi él stulya 2. Hany minimalis 0sszstilyu feszitéfaja van G-—nek?

Tudjuk, hogy a mohé algoritmus elééllitja az Osszes minimadlis Osszsulyu feszitéfat. Itt a mohd algoritmus

kivalasztana egy feszitofat a vy, v, ..., vo5 csiicsokon, egy masik feszitofat az uq, us, . . ., uzs cstcsokon, majd egy
u;v; éllel Gsszekoti Sket. 4 pont
Meg kell szamolnunk, hogy hany ilyen fa van. A Cayley tétel alapjan a vy, va, . . ., Va5 csticsokon 2523 feszitéfa
van és az uj,us, ..., Uss csucsokon is ugyanennyi. 3 pont
A két fat 252-féleképpen kothetjiik ossze egy éllel. 2 pont

Tehat 252 - 2523 . 2523 = 258 darab minimélis 6sszstilyt feszitéfdja van G-nek. 1 pont



