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1. A G graf csucsai a sakktabla mez6i, két csiics akkor és csak akkor van 6sszekotve éllel, ha a
megfeleld mezGk ugyanabban az oszlopban, vagy szomszédos oszlopban vannak. (Formalisabban:
G cstcsai v(0,s), 1 < 0,5 <8, awv(o,s), v(d,s) killonboz6 cstcsok akkor és csak akkor vannak

osszekotve, ha |o — o'| < 1.) Hatérozzuk meg G pont-osszefiigg@ségi szamaét.
Ha elhagyunk egy nem-szélsg oszlopot (illetve az annak megfelel§ csiicsokat) akkor a graf szétesik két komponensre,

az elhagyott oszlopt6l jobbra és balra levs csicsokra. 4 pont
Tehat az Osszefiiggdségi szam legfeljebb 8. 1 pont
Hagyjunk most el 7 tetszéleges csiicsot. Ekkor minden oszlopban marad legalabb egy cstics. Ezek kosziil a szomszédos,
illetve azonos oszlopban levék 6ssze vannak kotve, a graf 6sszefiiggd maradt. 4 pont
Tehat az Osszefiiggdségi szam 8. 1 pont

P

2. Hatarozzuk meg az el6z6 feladatban szerepld graf kromatikus szamaét.

Két szomszédos oszlopban levs csticsok egy teljes 16 cstcsi részgrafot alkotnak. 3 pont
Tehat legalabb 16 szinre sziikség van. (x(G) > w(G) > 16) 2 pont
Viszont 16 szinnel konnyi kiszinezni, szinezziik az els6 oszlop csiicsait 8 szinnel, a masodik oszlop csicsait masik 8
szinnel, a harmadikét az els6 8 szinnel, és igy tovabb. (Vagyis a péaros sorszami oszlopok szinezéséhez hasznaljuk az
1,2,...,8 szineket, a paratlan sorszamuakhoz a 9, 10, ..., 16 szineket.) 4 pont
Tehat x(G) = 16. 1 pont

3. Tekintsiik az Osszes olyan GG 100 csicsi grafot, amelyeknél a lefog6 pontok minimalis
szama 7 = 3. Mennyi az élek szaimanak maximuma, illetve minimuma?

Minimum: ha a grafnak csak két éle van, akkor lefoghatok 2 ponttal. Tehat legalabb 3 éle van. 2 pont
3 éle viszont lehet is, mert vegyiink egy olyan 100 csicsi grafot, amelynek sszesen 3 fiiggetlen éle van, semmi més,
ekkor 7 = 3. Tehat a minimum 3. 3 pont
Maximum: Feltehetjiik, hogy a harom lefogd pont a vi,v2,v3. Vegyiik be a gratba az Gsszes olyan élet, amit ezek
lefognak, vagyis az egyik végpontjuk vi, v, vagy vs. 3 pont
Ez 6sszesen 3 él, amelyek v1, v2, v3 kozott futnak, és még 3-97, amelyek a v1, vz, v3 csiicsokat a tobbi 97 csiicesal kotik
Ossze. Tehat a valasz 3 4 3-97 = 294 2 pont

4. Hatarozzuk meg az Osszes olyan G grafot, amely 2-élosszefiiggs, 7(G) = 2, a(G) = 10,

X(G) = 3.
Tudjuk, (Gallai tétel) hogy 7(G) + a(G) = n, tehat G-nek 12 csiicsa van, mondjuk v1,v2, ..., vi2. 2 pont
Tegyiik fel, hogy v1 és v2 egy lefogd ponthalmazt alkot. Ekkor a tobbi 10 cstics kézott nem futhat él, vagyis fiiggetlenek.
1 pont
Ha a két lefogd pont, vi és v2 nem lennének 6sszekdtve, akkor két szinnel ki lehetne szinezni a grafot: egy szin vi-nek
és va-nek, és egy szin a tébbinek. 1 pont
Tehat v és vy Ossze vannak kotve. 1 pont
Mivel G 2-6sszefiiggs, minden csics fokszama legalabb 2. 2 pont
Ezért az Osszes v1-t6l és va-t6l kiilonb6z§ csics 6ssze van kitve vi-gyel és ve-vel is, mivel egyméssal nem lehetnek
Osszekotve. 2 pont
Tehat csak egy ilyen graf van, v; és v2 minden mas csticcsal 6ssze vannak kétve, mas él nincs. 1 pont

5. G egy paros graf, A és B osztalyokkal. A-ban minden pont foka 40, B-ben 30.
a. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz A-t lefed6 parositast.
b. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz 10 éldiszjunkt A-t lefeds parositast.

a. Ellendrizziik a Hall feltételt. 1 pont
Legyen X C A tetszdleges, és E az X és N(X) kozott fut6 élek halmaza. Ekkor |E| = 40|X| mivel X-ben minden
csics foka 40. 2 pont



Viszont |E| < 30|N(X)|, mert minden N(X)-beli cstcs foka 30, és nem is biztos hogy a beldliik kifut6 élek mind

E-ben vannak. 2 pont
Tehat 40| X | < 30|N(X)|, ebbdl kivetkezik hogy | X| < |N(X)|, teljesiil a Hall feltétel, van A-t lefed§ parositas. 2 pont
b. Most hagyjuk el ezt a parositast, ekkor A-ban minden csiics foka 39, B-ben pedig legfeljebb 30. 1 pont
Megint ellendrizziik a Hall feltételt, a fenti szamolas igy modosul: 39|X| < 30|N(X)|, ebbdl tovabbra is kovetkezik, hogy
|X| < |N(X)|, tehat még mindig van A-t lefeds pérositas. 2 pont
Ezt megismételhetjiik 6sszesen 10-szer. A k-adik parositas elhagyasa utan (k < 9) a szamolas: (40—k)|X| < 30| N (X)],
ebbdl kovetkezik, hogy | X| < |N(X)|, tehat még mindig van egy k + 1-edik A-t lefeds parositas. 1 pont

(Megjegyzés: igazabol k = 10-re is miikodik a szamolas, tehat 11 parositas is van.)

6. A G graf csicsai vy, v, ..., Vg, a v; és v; csticsok akkor és csak akkor vannak dsszekotve
éllel, ha 5 oszthato 4-gyel. Adjunk meg egy maximalis fiiggetlen élhalmazt G-ben. (Es mutassuk
meg rola, hogy tényleg egy maximalis fiiggetlen élhalmaz.)

A graf a kovetkezSképpen néz ki: a 20 db paros indexi cstcs teljes grafot alkot, és ezek koziil a 10 db 4-gyel oszthato

indexd a 20 db paratlan indextivel is 6ssze van kotve. Mas él nincs. 2 pont
Tehat a 20 db paratlan indextd csiics csak a 10 db 4-gyel oszthaté indexi csticcsal van 6sszekdtve. 2 pont
Ezért a paratlan indexi csiicsok koziil legalabb 10-et nem tudunk beparositani. Vagyis egy maximalis parositasbol
kimarad legalabb 10 péaratlan indexd csiics. 2 pont
Ennél tobbnek viszont nem is kell kimaradni: Parositsuk 6ssze a 10 4-gyel oszthat6 indextd csticsot 10 paratlan indexd
cstccesal, és parositsuk Gssze a 10 paros, de 4-gyel nem oszthat6 indexi csiicsot egymaéssal. 3 pont
Ez tehat egy maximalis parositas (fiiggetlen élhalmaz), 15 élbél all. 1 pont

(7(G): lefogd pontok minimdlis szama, v(G): fiiggetlen élek maximalis szama, p(G): lefogo
élek minimalis szama, «(G): fiiggetlen pontok maximaélis szama, x(G): kromatikus szam)



