Kombinatorika és grafelmélet I
1. ZH, 2010. okt. 18. 10.15-11.45, E1C
Javitékulcs

Az dtmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszdmokat tdjékoztatd jelleggel dllapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondéasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszadm megszerzését. Az adott részpontszdm megitélésenk az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet
megfeleld részének végiggondoldsa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allités, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéro,
am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegolddsokért pedig az ttmutatébeli pontozéas intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. Héany olyan fa van a vy, v, ...,vs csucsokon, amelyben minden cstics fokszama vagy 1
vagy 37
Elég a fa Priifer kédjat vizsgalni, mert ezek egyértelmiien megfelelnek a faknak. 1 pont
A Priifer kédban minden cstics sorszama a fokszdma —1-szer szerepel, tehét itt minden szam 0-szor vagy 2-szor. 1 pont
A Priifer kéd 6 hosszi, vagyis pontosan 3 szdm lesz benne, mindegyik 2-szer. 2 pont
Ezt a 3 szdmot (2) féleképpen vialaszthatjuk ki. 2 pont
Ha mar megvan a 3 szam, akkor S—é féleképpen készithetiink beloliik egy 6 hosszi sorozatot 3 pont
Tehat (2) S—é ilyen fa van. 1 pont

2. Legkevesebb hany élet kell hozzdadni egy n csticst csillaghoz (egy cstcs dsszekotve a tobbi
n — 1 csicesal) hogy a kapott grafnak legyen Hamilton kore?

Legyen v; a csillag kozepe, va2,vs, ..., v, a tobbi csics.

Ha betessziik a vovs - - - vy, Ut éleit, akkor lesz Hamilton kor, vivevs - - - vy,. Itt n — 2 élet adtunk hozza a grathoz, tehét
n — 2 él elég. 4 pont

n — 2 él sziikséges is, mert egy n csucsi Hamilton kornek n éle van, de a csillag élei koziil csak kett6t hasznélhat.

6 pont

3. A teljes gréf éleit gy sulyoztuk meg, hogy minden Hamilton Ut egy minimalis 6sszsilyt
feszit6fa. Bizonyitsuk be, hogy az Osszes élnek ugyanaz a sulya.

Tegytik fol, hogy e és f a graf két tetszOleges éle. Konnyen lathat, hogy 1étezik rajtuk keresztiil Hamilton kor. 3 pont
Ebbdl a korbol akar e-t, akar f-et kihagyjuk, egy Hamilton utat kapunk. Ennek a két Hamilton utnak a feltétel szerint
ugyanannyi a stlya, ezért e-nek és f-nek is ugyanannyi a sulya. 6 pont
Mivel e és f tetszéleges élek voltak, ezért barmely két élnek egyforma a silya. 1 pont

4. Hény Euler kore van a K190 grafnak? (A Ky 100 grafnak 102 cstcsa van, ezek koziil kettd
Ossze van kotve a tobbi szdz mindegyikével.)

Legyen v1 és v2 az egyik osztalyban levo két pont, és ui,u2,...,ui00 @ mésik osztdlyban levé széz pont.
Ekkor az Euler kor a kovetkezéképpen néz ki: 1w, vatlis V1Uiz V2Uiy « + - Uijpov1 ahol 41,%2,...,%100 az 1,2,...,100
szamok egy tetszbleges permuticidja. 5 pont

Ezzel a mddszerrel 100! Euler kort taldlhatunk. De gy minden Euler kért 100-szor szdmoltunk, mert vy 50-szer
szerepel egy Euler korben, és mind az 50 eléforduldsa lehetett a felirasban a kezd&pont, rdaddsul még ekkor is kétféle
irdnyban jarhatjuk be ugyanazt az Euler kort. 4 pont

Tehét 100!/100 = 99! Euler kére van. 1 pont



Miésik megoldas:
A vju; él biztos benne van az Euler korben, tehat az Euler kor a kévetkez6képpen néz ki:

VUL V2 Uin V1 Uiz U2Uiy * + * Wijoo V1, ahol 42,13,...,%100 @ 2,3, ...,100 szdmok egy tetszbleges permutacidja. 7 pont
Ezzel a médszerrel 99! Euler kort taldltunk, és mindegyiket pontosan egyszer szamoltuk. 3 pont

5. Egy 51 csucsu Osszefiiggo egyszeri grafban egy csics foka 30, a tobbié 19.

a. Bizonyitsuk be, hogy a graf komplementerében van Hamilton kor.

b. Bizonyitsuk be, hogy az eredeti grathoz hozza lehet venni 25 élet tigy, hogy a kapott graf
is egyszeri legyen, és legyen Euler kore.

a. A graf komplementerének 51 csicsa van, egy cstucs foka 20, a tobbi 31, ezért az Ore tételbdl kovetkezik hogy van

benne Hamilton kor. 3 pont
b. Hagyjuk ki ebbdl a Hamilton kérbél a 20 foku csticsot, igy kapunk egy 50 csicsi, 49 éli utat, a tébbi csicson.
Vegyiik ennek az ennek az els6, harmadik, ... minden paratlanodik élét, ez éppen 25 él, ezeket vegyiik hozza az eredeti
grathoz. 5 pont
Mivel ezek az élek eddig nem voltak a grafban, a kapott graf egyszerii lesz. 1 pont
Egy cstcs foka 30, a tobbié 20, a feltétel szerint Osszefiiggd, tehdt van Euler kore. 1 pont

6. Hatarozzuk meg az Osszes olyan x szamot, amelyre az aldbbi hélézatban a maximélis
folyam értéke 8.
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2. dbra. A MEGOLDAS
Mivel van egy 6 + z értékil vagas (ldsd az 4brét) ezért ha x < 2, akkor a nincs 8 értékii folyam. 3 pont
Ha z > 2, akkor van 8 értékii folyam. (lasd az &brat) 3 pont
To6bb meg nincs akkor sem, mert van egy 8 értékli vdgas is. 3 pont
Tehat a valasz x > 2. 1 pont



