Kombinatorika és grafelmélet 1.
8. gyakorlat, 2010. oktober 29.

Osszefiiggéség, Menger-tételek

Egy G grafot k-szorosan (pont)dsszefiiggének neveziink, ha legaldbb k + 1 pontja van, és akdrhogy ha-
gyunk el beléle k-nél kevesebb pontot, a maradék graf Gsszefiiggd marad. A legnagyobb olyan k szamot,
amelyre még a G graf k-szorosan osszefiiged, «(G)-vel jeldljik.

Egy G grafot k-szorosan élosszefiiggének neveziink, ha akarhogy hagyunk el bel6le k-nél kevesebb élet,
a maradék graf Osszefliiggé marad. A legnagyobb olyan k szamot, amelyre még a G graf k-szorosan
élosszefiiggd, A(G)-vel jeloljuk.

1. Mutassunk példat olyan véges, egyszerii G gréfra, amire A(G) # k(G). Lehet-e a két Osszefiiggdség
koziil a nagyobbikat a kisebbiknek egy alkalmas fiiggvényével feliilr6l becsiilni?

2. Melyik az a legnagyobb k szdm, amelyre a K, ,, teljes paros graf k-szorosan pontosszefiiggd?
3. Bizonyitsuk be, hogy egy k-szorosan Osszefiiggd grafnak legaldbb kn/2 éle van!

4. Igazoljuk, hogy ha egy n ponti egyszerli G grafban minden fokszam legaldbb (n + k — 2)/2, akkor
G k-szorosan Osszefiiggd!

5. Igazoljuk, hogy tetsz6leges r-reguldris (r > 1) egyszer(i Osszefiiggd paros graf 2-osszefliggd is!

6. Tegyiik fel, hogy G 3-0sszefiiggs, vegylink fel egy Gj = pontot, amit G harom kiilonb6z6 pontjaval
Osszekotiink. Bizonyitsuk be, hogy a kapott graf 3-6sszefiiggé marad!

7. Legyen G az a graf, mely egy 8 hossztu korbdl ugy keletkezik, hogy a koron atellenes csicsokat
egy-egy éllel Osszekotjiik. Igazoljuk, hogy G haromszorosan pontdsszefiiggd, de négyszeresen mér
nem.

8. Legfeljebb mekkora lehet két fa uniéjanak él- ill. pontosszefiiggdsége?

9. Bizonyitsuk be, hogy ha a G irdnyitott grafban van u-bdl v-be is és v-bol w-be is k éldiszjunkt
irdnyitott ut akkor G-ben létezik u-bol w-be is k éldiszjunkt irdnyitott ut.

10. Igazoljuk, hogy ha az azonos ponthalmazon megadott G és Gy gréafok élhalmaza diszjunkt, akkor
AMG1 4+ G2) > AM(G1) + M(Gy). Igaz-e, hogy ekkor k(G1 + G2) > k(G1) + k(G1) is teljesiil? (G1 + G
azt a grafot jelenti, aminek csicshalmaza a két graf kozos csucshalmaza, éleit pedig a két élhalmaz
uniéja adja.)

11. Legyenek A, B, C paronként diszjunkt, r-elemii halmazok. A G = (V, E) graf cstcshalmaza legyen

V =AUBUC, éslegyen uwv € E, ha u és v nem ugyanabbdl az r-elemii halmazbdl valdk. Mekkora
az a legnagyobb k érték, melyre G k-Osszefiigg6?

12. Igazoljuk, hogy ha a 2003-pontu G graf 11-szeresen pontosszefiiggd, akkor barmely két csicsa kozott
vezet legfeljebb 182-él1 tt.

13. Adjunk hatékony algoritmust egy tetszoleges iranyitatlan graf pontosszefiiggdségének meghatarozasara.
Hazi feladatok

1. A 10-cstcsu teljes grafnak legfeljebb hany élét lehet elhagyni gy, hogy a maradék graf 4-élosszefiiggd
legyen?

2. Tegyiik fel, hogy a G graf a rogzitett x és y pontokat 6sszekdto pontidegen utak maximalis szama
5. Lehet-e az x és y pontokat Gsszekoto utakat lefogd élek minimalis szama 1, 2, 3, 4, 5, 6, vagy 77



