Kombinatorika és grafelmélet 1.
10. gyakorlat, 2010. november 12.

Parositasok pdros, ill. tetszéleges grafban; Gordog betik

Gorog bettik:

a(QG): fuggetlen pontok maximalis szdma;
7(G): lefogd pontok minimalis szdma;
v(Q): fiiggetlen élek maximalis szdma;
p(G): lefogé élek minimélis szdma.
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Bizonyitsuk be, hogy egy 2-reguléris, paros grafban a kiilonb6z6 teljes parositasok szama mindig
2-nek valamilyen pozitiv egész kitevos hatvanya.

2. Konstrudljunk olyan grafot, amelynek pontosan k db kiilonb6zé teljes parositdsa van.

3. Bizonyitsuk be, hogy minden véges G gréfra 2v(G) > 7(G) teljesiil. Mutassunk olyan grafot, melyre
egyenlGség all.

4. Legyen G egy graf, aminek mindegyik csicsaban il egy béka. Gonglitésre mindegyik béka egy, az
altala elfoglalt csticesal szomszédos cstuicsba ugrik. Bizonyitsuk be, hogy a békak pontosan akkor
tudnak egyszerre gy ugrani, hogy a gongiités utdn is G minden csicsdban pontosan egy béka
legyen, ha a G graf csicsainak barmely X részhalmazdra az teljesiil, hogy X G-bél valé elhagyasa
utén legfeljebb |X| izoldlt pont keletkezik. (*)

5. Mutassuk meg, hogy ha G olyan (n — 1)-6f, 2n csicsd graf, amire 7(G) > n, akkor G-nek van teljes
parositasa.

6. Igaz-e, hogy tetszdleges véges G graf mindazon élei, amik G valamelyik teljes parositasdban szerepelnek,
paros grafot alkotnak?

7. Valaki véletlenszerlien szétosztott egy pakli francia kartyat 13 darab 4 lapbdl all6 csomagba.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor mindegyik csomagbdl kivalaszthaté egy lap tgy, hogy a kivalasztott
lapok kozott mindegyik fajta figurdbdl éppen egy legyen (vagyis egy darab 2-es, egy darab 3-as,
stb., egy darab A). (A francia kértydban 13 fajta figura van: 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, J, Q, K, A.
Minden figurébdl 4 darab van egy pakliban.)

8. Adott egy n X n -es méatrix, amelynek minden soraban, és oszlopdban pontosan k darab egyes
van. Bizonyitsd be, hogy ekkor kivalaszthaté n darab egyes gy, hogy minden sorbdl és oszlopbdl
pontosan egy darab egyest valasztottunk kil

9. Egy tancmulatsdgon 25 lany és 25 fii van jelen. E tarsasigban minden lany ismeretségben van
legaldbb 13 fitival és minden fit legaldbb 13 lannyal. Bizonyitsuk be, hogy paros tdncra perdiilhetnek
egyszerre mind az 50-en gy, hogy az egymaéssal tdncolok ismerik egymast!

10. Egy iinnep alkalméaval t6rck szultan udvardban a férfiak két-két haremholgyet valasztanak. Minden
férfinek legalabb 2 haremholgy tetszik. Mi a feltétele annak, hogy minden férfi neki tetszé két
héremholggyel tolthesse az éjszakat?

11. Hatérozzuk meg az alabbi grafokban a 7(G),v(G), p(G) és a(G) értékeket!
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Legyen V(G) = {vi,v2,...,v2004}. A v; és v; (i # j) csicsok kozott akkor menjen él, ha i + j
harommal osztva 1 maradékot ad. Hatdrozzuk meg az aldbbi grafokra a(G), v(G), p(G) és 7(G)
értékeit.

Legyen V(H) = {v1,vs,...v7a}. A v; és v (i # ]) cstcsok kozott akkor menjen él, ha i + j és 74
relativ primek. Hatdrozzuk meg az o(H), v(H), p(H), 7(H) értékét!

Legyen G egy 2n pontd graf, mely egy 2n — 1 pontu L Gtbdl és egy ¢ pontbdl all, ami L minden
pontjéval &ssze van kotve. Mennyi 7(G)?

Léssuk be, hogy egy n ponti egyszerti G grafban 7(G) = n — 1 akkor és csak akkor, ha G = K.

Keressiink a megadottnal nagyobb méretli parositast az alabbi grafban!
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Hazi feladatok

1.

2.

Legyen a 100 cstcsu, egyszerti G grafnak X egy 52 pontbdl allo fiiggetlen ponthalmaza és legyenek
x,y és z kiillonboz6 X-beli csticsok. Tartalmazhat-e a G + zy + yz + zx graf teljes parositast?

(a) Jelolje A(G) a G graf maximaélis fokszamat, 7(G) pedig a lefogé pontok minimélis szdmét.
Bizonyitsuk be, hogy A(G) - 7(G) > |E(G)].

(b) Jeldlje w(G) a G graf egyik maximalis klikkjének méretét, azaz G komplementerének fliggetlenségi

szédmdt. Mutassuk meg, hogy a(G) + w(G) < |V(G)| + 1.



