Kombinatorika és grafelmélet I
2. P6tZH, 2026. msjus 29. 10.15-11.45

Javitokules

Az Gtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztatd jelleggel allapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitds kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet megfeleld részének végiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
megfelel részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéré de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az itmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatirozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szamolédsi hibdért altaldban

(hibdnként) 1 pontot vonunk le.

Segitség: 7(G): lefogé pontok minimdlis szama, v(G): figgetlen élek maximélis szdma,
p(G): lefogd élek minimélis szama, a(G): fiiggetlen pontok maximadlis szama, w(G): klikkszam,
X(G): kromatikus szam, x'(G): élkromatikus szadm, x(G): pont-Osszefiiggdségi szam, A(G):
él-OsszefiiggOségi szam.

1. G egy n cstcsu graf, amelyre o(G) = 10, v(G) = 2. Bizonyitsuk be, hogy n minimalis
értéke 12.

Vegyiink ket fliggetlen élt G-ben. Ezeknek Gsszesen 4 végpontja van, amelyek koziil legfeljebb 2 fliggetlent valaszthatunk
ki. Tehat, mivel a(G) = 10, van még legaldbb 8 csicsa a grafnak. Ezért n > 12. 5 pont
Most tekintstink egy 12 cstcsu grafot, amelyben Osszesen 2 fiiggetlen él van, més él nincs. Itt természetesen v(G) = 2,
és mivel a ket fiiggetlen él 4 végpontja kozil legfeljebb 2 fiiggetlent véalaszthatunk ki, a(G) = 10. Tehat n értéke lehet is
12, vagyis n minimalis értéke 12. 5 pont

2. G csucsai v; 5, 1 < 14,7 <5 (vagyis G-nek 25 csticsa van). A v, ; és vk, kiilénbozo6 csticsok
akkor és csak akkor vannak 6sszekotve, ha |[i — k| < 1és |j—1] < 1.
Hatérozzuk meg a 7(G) és a(G) értékeket.

Tulajdonképpen a gréaf a kdvetkezo: vesziink egy 5 x 5-6s sakktdblat, a mez6k felelnek meg a csiicsoknak, és a kiraly
lépésre levé csticsokat Osszekotjiik. (Ez nem kell a megoldédshoz, de sokat segit.)

Elészor a(G)-t hatdrozzuk meg. Huzzunk be egy vizszintes egyenest a 2. és 3. sor kozé, illetve a 4. és 5. sor kozé.
Hasonléan, hizzunk be egy fiiggdleges egyenest a 2. és 3. oszlop kozé, illetve a 4. és 5. oszlop kozé. Ezek az egyenesek 9
részre botjak a sakktdblat, és vildgos, hogy minden részbdl legfeljebb csésot vilaszthatunk egy fiiggetlen halmazba. Tehét

a(G) <09. 4 pont
Ugyanakkor a v1,1, v1,3, v1,5, U3,1, V3,3, U35, Us,1, Us,3, Us5 csucsok egy fiiggetlen halmazt alkotnak, tehdt a(G) = 9.

4 pont

Ebbél a Gallai tatal alapjan 7(G) = 25 — 9 = 16. 2 pont

3. G cstcsal v; 5, 1 <14,j <7 (vagyis G-nek 49 cstcsa van). A v;; és vk, [ kilénb6z6 cstucsok
akkor és csak akkor vannak 6sszekotve, ha i # k és j # 1.
Bizonyitsuk be, hogy x(G) = 7.

Ezt a grafot megint konnyebb a sakktdblan elképzelni: vegyiink egy 7 x T-es sakktdblat, a mezdk felelnek meg a
csticsoknak, és a nem béstya lépésre levd csticsokat Osszekotjiik. (ez nem kell a megolddshoz, de sokat segit.)

Vizsgéljuk meg, hogy egy szinezésben hany csticsnak lehet egyforma a szine. Ezek olyan csicsok, amelyek koziil
barmely ketto egy sorban, vagy egy oszlopban van. Tegytk fel, hogy van koziiliik ketté egy sorban (de természetesen
kl6nboz8 oszlopban). Ekkor az Osszes tobbi csics is ebben a sorban kell, hogy legyen. Ha pedig van ket csics egy

oszlopban, akkor az Gsszes tObbi is ebben az oszlopban van. Tehat legfeljebb 7 egyszinii csics lehet. 4 pont
Ebbél kévetkezik, hogy legaldbb 7 szit kell hasznalnunk. 2 pont
Ennyi viszont elég is, szinezzlink ki minden oszlopot mds szinnel. Tehdt x(G) = 7. 4 pont



4. A G gréf ugyanaz, mint a 3-as feladatban. Hatdrozzuk meg x'(G) értékét.

A szokasos médszer miikodik.

G-ben minden cstics 49 — 12 — 1 = 36 csticcsal van dsszekdtve. Tehat a Vizing tétel alapjan x'(G) 36 vagy 37. 4 pont

Viszont ha 36 szinnel ki tudnank szinezni az éleket, akkor minden cstiicsban minden szint latnank, vagyis az egyszini
élek egy teljes pdrositdst alkotndnak. De ez nem lehet, mert G-nek 49 csticsa van. Tehdt x'(G) = 37. 6 pont

5. Hatérozzuk meg, hogy legkevesebb hany élt kell hozzavenni a Cgp 100 hosszi (100 csticsu)
korhoz, hogy egy nem sikgrafot kapjunk.

1. megoldéds. Ha csak két élt vesziink hozza, akkor mindenképpen le lehet rajzolni metszés nélkiil, lerajzoljuk a kort,
es az egyik extra élt a koron beiil, a mésikat a koron kiviil be tudjuk hizni. 5 pont
Most huzzunk be harom élt gy, hogy a végpontjaik felvaltva vannak a kéron (pl. viva, vavs, vzve). Ekkor semelyik
kett6 sem lehet a kornek ugyanazon az oldalan, mert metszenék egymast. De mivel vak két oldala van a kornek, ebbdl

kovetkezik, hogy a kapott graf nem sikgraf. Tehdt a valasz 3. 5 pont
2. megoldas. Ha nem sikgrafot akarunk kapni, akkor a Kuratowski tétel szerint egy topologikus K3 3-at vagy Ks-6t
kell 1étrehoznunk. 2 pont
Ks: legyen a,b,c,d, e az 5 {6 csics a létrehozandé topologikus Ks-ben, ebben a sorrendben a kéron. Ekkor a koér ad
nekiink 5 csicspar kézott utat: ab, be, cd, de, ea. Tehat még legaldbb 5 €l kell. 2 pont
K3 3: legyenek a két osztaly 6 csucsai a, b, c illetve x,y, z. Osszesen 9 csucspar kozott kell utat 1étrehozni, és, mivel
a 6 cstucs 6 ivre bontja a kort, legfeljebb 6 it van meg a korén. Tehét legalabb 3 tovdbbi él kell. 2 pont
Ennyi elég is, legyenek a f6 csiucsok az a, x, b, y, ¢, z sorrendben, és huzzuk be az ay, bz, cr éleket. Ezzel éppen egy
topologikus K3 3-at kaptunk. Tehdat a valasz 3. 4 pont

6. A G n csicsu graf igy van lerajzolva, hogy minden élen legfeljebb egy metszés van.
Bizonyitsuk be, hogy G-nek legfeljebb 6n — 12 éle van.

Mivel minden él csak egy masikat metszhet, a metsz6 élek parokat alkotnak, egymdst metszik, de més élt nem. Ezen

kiviil még lehetnek semmit se metszo élek. 3 pont
Minden metsz6 parbdl szinezziik az egyik élt pirosra, a masikat kékre. A semmit sem metszé éleket tetszés szerint.

3 pont

Ekkor az egyforma szini élek nem metszik egymadst, tehat sikgrafot alkotnak. Ezért legfeljebb 3n —6 piros és legfeljebb

3n — 6 kk él van, vagyis Osszesen legfeljebb 6n — 12 él van. 4 pont



