Kombinatorika és grafelmélet I
2. ZH. 2026. msjus 29. 10.15-11.45
Javitokules

Az Utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztaté jelleggel allapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitds kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet megfelel6 részének végiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdél. Ha ez utébbi kideriil, 4m a kérdéses allitds, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
megfelel6 részpontszdm jar. Természetesen az ismertetettektél eltéré de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az utmutatdébeli pontozés intelligens kozelitésével meghatarozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szamolési hibaért dltalaban

(hibédnként) 1 pontot vonunk le.

Segitség: 7(G): lefogd pontok minimdlis szama, v(G): fliggetlen élek maximélis szama,
p(G): lefogd élek minimalis szdma, a(G): fliggetlen pontok maximélis szama, w(G): klikkszam,
X(G): kromatikus szdm, x'(G): élkromatikus szam, x(G): pont-Osszefiiggbségi szdam, A\(G):
él-OsszefiiggOségi szam.

1. G egy n csucsu graf, amelyre a(G) = 10, v(G) = 2. Bizonyitsuk be, hogy n maximalis
értéke 14.

Vegyiink ket fliggetlen élt G-ben. Mivel nincs 3 fiiggetlen él, a négy végpontot elhagyva egy fiiggetlen ponthalmazt

kapunk. Tehdt n — 4 < « vagyis n < 14. 5 pont
Ugyanakkor vegyiink egy 5 csicsu teljes grafot es tovabbi 9 fliggetlen pontot. Az igy kapott G graf 14 csicsy,
a(G) =10, v(G) = 2. 5 pont

Tehit n maximalis értéke 14.

2. G cstcsal uq,...,u5 és vi,...,v15. Az u; és v; cstucsok akkor és csak akkor vannak
Osszekotve, ha ij oszthaté 8-cal. Hatdrozzuk meg a 7(G), v(G), p(G), a(G) értékeket.

Mivel G egy péros graf, alkalmazhatjuk a két Gallai tételen kiviil a két Kénig tételt is. 1 pont
Ha ij oszthaté 8-cal, akkor vagy i, vagy j oszthatd 4-gyel. Tehat az w4, us, ui2, va,vs, v12 csucsok lefogjak G Gsszes
é8lét, igy 7(G) < 6. 3 pont
Viszont 6 fuggetlen élt konny(i taldlni, példdul uave, usve, u12v10, Vauz, vVsug, vi2uio, tehdt v(G) > 6. Viszont
v(G) = 7(Q), tehdt v(G) = 7(G) = 6. 3 pont
A Gallai tételek alapjan pedig a(G) = 30 — 7(G) = 24 és p(G) = 30 — v(G) = 24. (Vagy a Kénig tételbdl p(G) =
a(G) =24.) 3 pont

3. G osucsal v, 1 < i <2, 1<j <1945, (Tehdt G-nek 2 - 1945 csicsa van.) A v;; és
v kiilonbozo csucsok akkor és csak akkor vannak dsszekotve, ha j = [, vagy |j — [| = 1, vagy
|7 — ] = 1944. Bizonyitsuk be, hogy x(G) = 5.

Prébéaljuk meg kiszinezni az 1, 2, 3,4 szinekkel. Mondjuk v1,1 1-es szind, ve 1 2-es. Ekkor vq,2 és va 2 3 és 4, v1,3 és va3
1 és 2, és igy tovabb, végiil v1,1945 €s v2,1045 1 és 2 szinli, ami ellentmondas, hiszen szomszédosak v1,1-gyel és v 1-gyel.
5 pont
Ugyanakkor G-ben minden pont foka 5, nem teljes graf és nem pératlan kor, ezért a Brooks tétel alapjan x(G) < 5
5 pont
Tehét x(G) = 5.

4. Most G cstcsal v;5, 1 <i<3,1<j <1945, (Tehat G-nek 3 - 1945 cstcsa van.) A v;; és
vy kiilonboz6 csticsok akkor és csak akkor vannak sszekotve, ha j = [, vagy |j — | = 1, vagy
|7 — (] = 1944. Hatarozzuk meg x'(G) értékét.



Itt minden pont foka 8 tehat A(G) = 8. A Vizing tétel szerint tehat x'(G) = 8 vagy 9. 4 pont
Ha x'(G) 8 lenne, akkor egy optimélis szinezésben minden csiicsnal mind az 8 szint latnank, vagyis az egyfogma szinii
élek egy teljes parositast alkotndnak. De itt ez lehetetlen, mert dsszesen pdratlan sok, 1945- 3 csics van. Tehdt x'(G) = 9.
6 pont

5. A @ 0sszefiiggd sikbarajzolt grafnak minden lapja 8-sz0g, a nem korldtos tartomaény is.
Bizonyitsuk be, hogy nem lehet 3-regularis.

Legyen n , e, t a csucsok, élek, tartoményok szdma. Tegyiik fel, hogy G 3-reguldris. Ekkor 3n = 2e vagyis e = 3n/2.

Ugyanakkor 8¢ = 2e = 3n tehdt t = 3n/8. 5 pont
Mivel G 0Osszefliggd, az Euler formula alapjén n — e + ¢ = 2, behelyettesitve n — 3n/2 + 3n/8 = 2, tehdt —n/8 = 2,
ami lehetetlen. Ezzel belattuk az &llitast. 5 pont

6. A G 20 cstucsu graf élei ki vannak szinezve pirossal és kékkel. A piros élek sikgrafot
alkotnak, a kék élek egy fat. Bizonyitsuk be, hogy a(G) > 3.

A Négyszintétel alapjdn a piros élek grafja kiszinezheté 4 szinnel. A legnagyobb szinosztaly legalabb 5 pontbdl &ll és

nincs koztiik piros él. 1 pont
A kék élek ezen az 6t ponton egy erddt alkotnak, ami paros graf, tehdt van koztiik harom, amelyek fliggetlenek, vagyis
kék él sincs koztiik. Ez a 3 pont fiiggetlen G-ben, tehdt a(G) > 3. 1 pont



