Kombinatorika és grafelmélet I
2. ZH. 2025. majus 17. SZOMBAT 10.15-11.45, T 601 /2.
Javitokules

Az tmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztaté jelleggel allapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitds kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet megfelel6 részének végiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, 4m a kérdéses allitds, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
megfelel részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektél eltéré de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az utmutatébeli pontozds intelligens kozelitésével meghatdrozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szdmoldsi hibaért altalaban

(hibédnként) 1 pontot vonunk le.

Segitség: a(G): fiiggetlen pontok maximalis szama, 7(G): lefogd pontok minimélis szdma,
v(G): figgetlen élek maximadlis szdma, p(G): lefogd élek minimdlis szdma, x(G): kromatikus
szam, w(G): klikkszam, x'(G): élkromatikus szam.

1. Legyenek G csticsai vy, vs,. .., V2, v; és v; Ossze van kotve éllel akkor és csak akkor, ha
li — j| = 3 vagy |i — j| = 7. Hatdrozzuk meg az a(G), 7(G), v(G), p(G) értékeket.

Vegyiik észre, hogy G péros graf. Az egyik osztdly a paros indexli, a mdasik a pédratlan indexii csiicsok halmaza.
Minden él egy pédros és egy pdaratlan indexii csiucsot kot Ossze. Tehdt nem csak a Gallai, hanem a Konig tételeket is

alkalmazhatjuk. 3 pont
Meghatdrozzuk v(G)-t. A viva, v2vs, V3V, V7V14, VgU15, VaU16, V10V17, V1118, V12019, V13V20 €8y teljes parositds G-ben.
Vagyis v(G) > 10. De t&bb nem is lehet, mert 20 cstics van, tehat v(G) = 10. 4 pont
A Kénig tétel alapjan 7(G) = 10. 1 pont
A Gallai alapdn a(G) =10 1 pont
Végiil a Kénig vagy Gallai alapjan p(G) = 10. 1 pont

2. Egy 220 csicsu egyszert grafban minden cstcs foka 10. Bizonyitsuk be, hogy

a. a(G) < 110,
b. a(G) > 20.
a. Vegyiink egy o méretii fiiggetlen ponthalmazt, U-t. Legyen E az U és V — U kozti élek halmaza. Ekkor |E| =
10|U| = 10« hiszen U minden csicsédnak 10 a foka és U csticsai k6z6tt nincsenek élek. 2 pont
Ugyanakkor |E| < 10|V — U] = 10(220 — «), hiszen V — U minden cstcsdnak is 10 a foka (viszont koztitkk mar futhat
él). 2 pont
Tehét 10a = |E| < 10(220 — «), ebbdl atrendezéssel a < 220/2 tehdt o < 110. 2 pont
b. Megint legyen U egy a méretii fiiggetlen ponthalmaz. Mivel U maximadlis, V — U minden csicsdba megy él U
valamelyik csicsabdl. 2 pont
Viszont U-bdl Gsszesen 10|U| = 10« él megy, tehat 10a > |V — U| = (220 — «), ebbél dtrendezéssel o > 220/11 = 20.
2 pont
b. mdsképp: Nyilvan a maximadlis fok, A(G) = 10, tehdt x(G) < A+1=11. 2 pont
Szinezziik ki G-t 11 szinnel és vegyiik a legnagyobb szinosztdlyt. Ez legaldbb 220/11 = 20 elemii és fiiggetlen, tehdt
a > 20. 2 pont

3. A G grafcsicsai v, 5, 1 <1 <7, 1< 75 <2. Awjés vy kilonbozd csucsok akkor és csak
akkor vannak Osszekotve, ha |i — k| < 1 vagy |i — k| = 6. Bizonyitsuk be, hogy x(G) = 5.

A v11,v1,2,02,1,vV2,2 csicsok egy teljes részgréfot alkotnak, tehdt x(G) > 4. Proébéljuk kiszinezni G-t 4 szinnel.
Mondjuk v1,1 és v1,2 szine 1 és 2. Ekkor va 1 és v22 szine ezektdl kiilonboz6, mondjuk 3 és 4. Viszont akkor vs 1 és vs,2
szine megint 1 és 2. igy haladva azt kapjuk, hogy v7,1 és v7,2 szine 1 és 2. Ami ellentmondds, mert Ossze vannak kétve
v1,1-gyek és v1,2-vel. Ezért x(G) > 5. 5 pont



Viszont 5 szinnel kiszinezhets G:

v1,1 és v1,2 szine 1 és 2,

V2,1 és v 2 szine 3 és 4,

V3,1 éS V3,2 szfne 5 éS 1,

V4,1 €S V4,2 szine 2 és 3,

V5,1 és vs 2 szine 4 és 5,

V6,1 €s ve,2 szine 1 és 2,

v7,1 €s v7,2 szine 3 és 4. 5 pont

Madsodik rész masképp: G-ben minden cstcs foka 5, Osszefiigg, nem paratlan kér és nem teljes graf, tehat alkalmaz-
hatjuk a Brooks tételt. Ennek alapjén x(G) < 5. Vagyis x(G) = 5. 5 pont

4. Mennyi az 1. feladatban szereplé graf élkromatikus szama, x'(G)?

1. megoldds:
Minden cstcs foka legfeljebb 4: v; szomszédai v;—7, vi—s, vi+7, Vit3, amennyiben ezek G csticsai. Tehdt x'(G) > 4.

5 pont

Viszont 4 szinnel kénnyen kiszinezhetOk az élek: legyen v;_7v; 1-es szinti, ha i paros, 2-es szin(i, ha i paratlan, legyen

v;—3v; 3-as szind, ha ¢ paros, 4-es szint, ha i paratlan. 5 pont
2. megoldds:

Mivel a maximdlis fokszdm 4 és G paros graf, a Kénig tétel szerint x'(G) = 4. 10 pont

5. G egy olyan egyszerti, 50 csucsu graf, amelybol akdrhogy elhagyunk 10 csicsot, a kapott
graf sikgraf.

a. Bizonyitsuk be, hogy o(G) > 10.

b. Bizonyitsuk be, hogy x(G) < 5.

a. Hagyjunk el tetsz6leges 10 cstcsot. A kapott 40 csicsu graf sikgraf, tehdt kiszinezhetd 4 szinnel a Négyszintétel

szerint. 3 pont
Most tekintsiik a négy szinosztdly koziil a legnagyobbat. Ez legaldbb 10 cstcs, amelyek kozott nincs él, tehdt a(G) >
10. 3 pont
Most hagyjunk el 10 fiiggetlen pontot G-b8l (az a rész alapjdn ilyen van) a kapott G’ graf sikgraf. 2 pont
Tehat G’ kiszinezhet6 4 szinnel a Négyszintétel szerint. Tegyiik vissza a 10 fiiggetlen pontot és szinezziik ki dket egy
4j, 6todik szinnel. Ez egy jé 5-szinezése G-nek. 2 pont

6. G egy Osszefiiggd, egyszerii, 42 csucsu sikbarajzolt graf. Minden lapja 6tszog, a végtelen
tartomany is. Bizonyitsuk be, hogy nem lehet minden csics fokszama 3.

Tegyik fel, hogy minden fok 3. Legyen e, t az élek, es tartomdnyok szdma (beleértve a vegtelen tartomanyt is).

Mivel minden fok 3, 3 -42 = 126 = 2e tehdt e = 63. 3 pont
Ugyanakkor mivel minden lap 6tszog, 5t = 2e = 126. 4 pont
De ez lehetetlen, hiszen 126 nem oszthat6 5-tel. Tehat nem lehet minden csiics fokszama 3. 3 pont



