Kombinatorika és grafelmélet I

1/2. P6tZH, 2026. méjus 29. 10.15-11.45
Javitokulcs

Az Gtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztatd jelleggel allapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepl6 éllitas kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszdm megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet megfeleld részének végiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, 4m a kérdéses allitds, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
megfeleld részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéré de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az ditmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatirozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szamolédsi hibdért altaldban

(hibdnként) 1 pontot vonunk le.

Segitség: T(G): lefogé pontok minimdlis szama, v(G): fiiggetlen élek maximélis szdma,
p(G): lefogd élek minimélis szama, a(G): fiiggetlen pontok maximalis szama, w(G): klikkszam,
X(G): kromatikus szam, x'(G): élkromatikus szdm, x(G): pont-Osszefiiggdségi szam, A(G):
él-OsszefiiggOségi szam.

1. Hany olyan F fa van a vy, v, ..., v,, csicsokon, amelyre v(F) < 27

A fdk péros grafok, tehdt a Kénig tétel alapjan v(F) = 7(F'), vagyis az olyan fdkat keressiik, amelyekre 7(F) < 2.

3 pont

Azok az F fék, amelyekre 7(F') = 1, vagyis 1 ponttal lefoghatdk, éppen a csillagok, ezekbdl n darab van. 3 pont
Azok, amelyekre 7(F) = 2, vagyis 2 ponttal foghatdk le, kétfélék lehetnek: a két lefogd szomszédos, vagy masodszom-
szédos. Az elsd fajtabdl (3) (2772 — 2) darab van (kivalasztjuk a két lefogét, majd minden tovabbi pont valamelyikiiknek
a szomszédja, de nem mind ugyanannak). A mdsodik fajtdbdl pedig (Z) (n—2)(2"3 — 2) van (kivalasztjuk a két lefogét,
majd a kozos szomszédjukat, végiil minden tovdbbi pont valamelyik lefogénak a szomszédja, de nem mind ugyanannak).
4 pont

2. A K, teljes n csucsu grafban minden él sulya pozitiv és rogzitett, kivéve az e élt, amelynek
a silya s(e) = z. Minden x > 0 valds szdmra legyen F'(z) egy minimalis feszitéfa az adott
sulyozasban. Bizonyitsuk be, hogy F'(x) nem lehet minden z > 0 esetén ugyanaz a fa.

Valasszuk z-et olyan kicsi pozitiv 1 szdmnak, hogy kisebb, mint az Osszes rogzitett sily. Vagyis most e silya a
legkisebb. Ekkor (a mohé algoritmust figyelembe véve) e mindenképpen benne lesz a minimdlis feszitéfdban, F'(x1)-ben.
4 pont

Most pedig valasszuk z-et olyan nagy pozitiv x2 szamnak, hogy nagyobb, mint az Gsszes rogzitett sily. Vagyis most e
silya a legnagyobb. Azt allitjuk, hogy ekkor e biztos, hogy nincs benne a minimaélis fesz{téfdban, F(z2)-ben. Tegyiik fel,
hogy benne van F'(z2)-ben. Vegyiik el. Ezzel F(z2) két komponensre esik szét. Vegyiink egy tetsz6leges masik élt a két
komponens kozott. Ha ezt az élt tessziik be F(z2)-be e helyett, akkor egy kisebb stilyt feszitéfdt kapunk. Tehdt F'(xz2)
nem lehetett a minim4alis feszitéfa. 5 pont
Ebbdl kovetkezik, hogy F'(x1) # F(x2), ezzel belattuk az 4llitast. 1 pont

3. G egy 100 csicsu (99 éli) csillag. Legkevesebb hany élt kell adni G-hez, hogy legyen Euler
sétdja’

Egy grafnak akkor és csak akkor van Fuler sétdja, ha izolalt pontoktdl eltekintve Osszefliggd és legfeljebb 2 csics

kivételével minden fokszam péros. 2 pont
Jelenleg a graf Osszefiiggd, és az is marad, ha hozzdvesziink éleket. Viszont minden csics foka paratlan: egynek 99,
99-nek pegig 1 a foka. 2 pont
Egy él hozzdvételével két csiicsnak véltozik a fokszdma, tehdt 98 pédros fokszdm eléréséhez legaldbb 98/2 = 49 él
sziikséges. 3 pont



Ennyi viszont elég is: adjunk hozza 49 fiiggetlen élt G-hez. Ezzel lesz egy 1 foku, 98 2 foku, és egy 99 foki cstcs,
tehat tartalmaz Euler sétat. 3 pont

4. A (G,s,t,c) hélézatban minden e élre c(e) > 1 (nem feltétleniil egész). A maximélis
folyam nagysaga M(c) = 10.

A (G, s,t,c—1) hélézatban (minden kapacitasbdl levonunk 1-et) a maximalis folyam nagysaga
M(c—1).

a. Dontsiik el, hogy lehet-e M (c — 1) = 8.

b. Hatérozzuk meg M (c — 1) Gsszes lehetséges értékét.

Ha egy (S,T) véagés k élbél all és kapacitdsa a (G, s, t, c) hélézatban ¢, akkor a (G, s, t,c — 1) hélézatban a kapacitdsa
c—k. 2 pont
a. Legyen a (G, s,t, c) halézat a kovetkezd. A csticsok s, v,t. Legyen s-bdl v-be 2 parhuzamos él (vagy lehetnek ezek
utak is), mindkettének a kapacitdsa 5, és egy él v-bél t-be, amelynek a kapacitdsa 10. Két vigds van, mindkettének a
kapacitdsa 10, tehdt M (c) = 10. Ugyanakkor (G, s,t,c — 1)-ben az sv élek kapacitdsa 4, a vt él kapacitdsa 9, tehét a két

végds kapacitdsa 8 illetve 9. Ezért M(c— 1) = 8. 3 pont
b. Tekintsiik (G, s,t,c)-ben a minimdlis (S,T) vagast, tehdt ¢(S,T) = 10. Ennek a kapacitdsa (G, s,t,c — 1)-ben
10 — k < 9. Tehdt M(c—1) <9. 2 pont
Azt allitjuk, hogy M(c — 1) tetszbleges x valds szam lehet, amelyre 0 < x < 9. 3 pont

Legyen 0 < x < 9 rogzitett. Legyen a (G, s,t,c) hdlézat a kovetkez6. A cstcsok s,v,t. Legyen s-bdl v-be 10
parhuzamos él (vagy lehetnek ezek utak is), mindegyiknek a kapacitdsa x/10 + 1, és egy él v-bdl t-be, amelynek a
kapacitdsa 10. Két vagds van, az egyik kapacitdsa x + 10, a mdsiknak 10, tehdt M (c) = 10. Ugyanakkor (G, s,t,c— 1)-ben
az sv élek kapacitdsa x/10, a vt él kapacitdsa 9, tehat a két vagds kapacitdsa x illetve 9. Ezért M(c — 1) = x. 4 pont

5. G-nek 6 csiicsa van és k(G) = 2. Bizonyitsuk be, hogy G-nek maximadlisan 12 éle lehet.

Ha x(G) = 2, akkor G-nek van két elviagd pontja, legyenek ezek u és v. Vagyis G osszefiiggd, de u-t és v-t elvéve méar
legaldbb két komponensre esik szét. 5 pont
A legtobb él akkor lehet, ha pontosan két komponens van, ezeknek Gsszesen 4 csicsa van, vagyis vagy 1 és 3, vagy 2
és 2 csicsa van a két komponensnek. Az els§ esetben, ha minden lehetséges élt behtizunk (minden élt behtizhatunk, ami
a nem a két komponens kozott van), akkor 12, a masodik esetben 11 él van. Tehdt az élek maximadlis szdma 12. 5 pont

6. G cstcsal vy, Vs, . .., V19, V; €8 v;, 1 # j akkor és csak akkor vannak Gsszekotve, ha |i—j| = 1
vagy 2. Hatédrozzuk meg az a(G) és 7(G) értékeket.

Ha fliggetlen pontokat szeretnénk valasztani, akkor barmely harom szomszédos koziil legfeljebb 1-et valaszthatunk.

Tehat ha beosztjuk 6 hdrmasra, plusz az utolsé csics, akkor azt kapjuk, hogy a(G) < 7. 4 pont
Viszont 7 fliggetlen pont ki is valaszthaté: vi, v4.v7,v10, V13, V16, V19. 4 pont
Tehdt a(G) = 7. Viszont ekkor a Gallai tétel alapjin 7(G) = 19 — 7 = 12. 2 pont



