Kombinatorika és grafelmélet I

1/1. P6tZH, 2026. prilis 27. 10.15-11.45
Javitokulces

Az utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tajékoztatd jelleggel allapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld 4llitds kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszdm megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetdé gondolatmenet megfeleld részének végiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, 4&m a kérdéses &llitds, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
megfelel részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéré de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az utmutatdébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott ardanyos részpontszamok jarnak. Szamoldsi hibaért altalaban

(hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. Hany olyan fa van a vy, vs, ..., v,, csicsokon, amelyben legalabb n — 3 fokszam paros?

Tehat legfeljebb 3 pératlan fokszam van. Viszont tudjuk, hogy minden grafban a péaratlan foku pontok szdma péaros
(mert a fokszamok Osszege az élek szdmdnak a dupldja) ezért 0 vagy 2 pératlan fokszdm van. 3 pont
A faknak mindig van legaldbb 2 levele (1 fokd pontja) ezért az ilyen faknak pontosan két levele van és az Gsszes tobbi
fokszdm paros. Azok a fak, amiknek csak két levele van, az utak. (Mert ha van egy 2-nél nagyobb foku cstcsa, akkor méar
legldbb 3 levele lenne.) 4 pont
Egy ut megfelel a csticsok egy permutaciéjanak, és a forditottjanak. Tehdt pontosan n!/2 ilyen fa van. 3 pont

2. A K, teljes n cstcsu grafnak igy vannak silyozva az élei, hogy minden feszit6faja minimalis
feszitéfa. Bizonyitsuk be, hogy minden él silya egyforma.

(Ezt a feladatot nagyon sokféleképpen meg lehet oldani. Persze a tobbit is, de ezt pldne!)

Tegyiik fel, hogy az e és f éleknek kiillonb6z6 a silya. Konnyen lathato, hogy barmely két élen a4t van Hamilton kor.
Vegylink egy Hamilton kort, ami e-t és f-et is tartalmazza. 5 pont
Ha a Hamilton koérbél kihagyjuk e-t illetve f-et, akkor ket feszitéfat kapunk, amiknek kiilonb6zé a stlya, hiszen az
egyik esetben e, a mésik esetben f silyat vontuk le a Hamilton kor silydabdl. Ez ellentmondés, tehdt nem lehet két
kiilénb6z6 suilyt él. 5 pont
Tehéat minden él silya egyforma.

3. G egy 8 csucsu graf, két 4 hosszu kor unidja. Legkevesebb hany élt kell adni G-hez, hogy
legyen Euler korsétaja?

Jelenleg minden fokszdm 2, ami péros, viszont a graf nem Osszefiiggé. Tehat legaldbb egy élt hozza kell venni. 3 pont

Ha egy vagy két élt vesziink hozza, akkor lesz olyan pont, ami csak az egyik 1j élre csatlakozik, ennek a 3 lesz a
fokszdma, ezért nem lesz Euler korséta. Tehdt legalabb 3 élt hozzé kell venni. 3 pont
Hérom él viszont elég is! Legyenek az egyik kor csicsai v, vz, vs, va, a masiké ui, usz, us, us, vegyiik be a vivs, vsuq,
uivy éleket (vagyis egy hdromszoget). Ekkor a kapott graf osszefliggd lesz és minden fok pdros, tehdt lesz Euler korséta.
4 pont

4. A (G, s,t,c) hdlézatban a maximalis st folyam nagysdga M(c). A (G, s, t,c+1) hdlézatban
(minden kapacitdashoz hozzdadunk 1l-et) M(c + 1), a (G, s,t,c + 2) hédlézatban (minden ka-
pacitashoz hozzdadunk 2-t) pedig M(c + 2).

Tudjuk, hogy M(c) = 10, M(c+ 2) = 12. Bizonyitsuk be, hogy M(c+ 1) < 11.

Vegylink (G, s,t,c + 2)-ben egy 12 kapacitastu (S,T) vdgdst (ilyen van a Ford-Fulkerson tétel alapjdn). Tegyiik fel,

hogy ez k élb6l all. Ekkor ugyanennek az (S,T) viagdsnak a kapacitdsa (G, s, t, c)-ben 12 — 2k. 4 pont
Viszont M (c) = 10, tehdt 12 — 2k > 10, vagyis k < 1, tehdt k = 1. Vagyis az (S,T) vagds, egy élet tartalmaz, legyen
ez e. 3 pont
Ennek az e élnek a kapacitdsa (G, s, t, c+2)-ben 12, vagyis (G, s,t,c+1)-ben a kapacitdsa 11. Tehdt van (G, s,t,c+1)-
ben egy 11 kapacitdsd vagds, ezért M (c+ 1) < 11. 3 pont



5. G csicsai megfelelnek a 3 hosszu 01 sorozatoknak: {(a,b,c), a,b,c =0 vagy 1}. Két cstcs
akkor és csak akkor van Osszekotve, ha a megfelel6 01 sorozatok pontosan egy helyen tének el.
Hatérozzuk meg G élosszefiiggdségi szamat, A(G)-t.

Vegyiik észre, hogy ez a graf a kocka élhédloja. A csicsok a kocka csticsai, az élek a kocka élei. (Ez nem sziikséges a
megoldéshoz, de nagy segitség.)

Itt minden cstics fokszama 3, tehat A < 3. 4 pont
Most vegyiink el 2 élt. Ha a f6lsé négyzetbél is legfeljebb egy élt vettiink el és az alsébdl is, akkor a felsé és alsé lapon
is egy Osszefiiggd graf maradt, amelyeket Osszekot legaldbb egy (sét, legaldbb ketté) fliggbleges él. Ha viszont mindkét
élt a felsé négyzetbdl vettiik el, akkor az alsé négyzet és a fiiggleges élek miatt marad Osszefliggd a graf. (Ha pedig az
alsébdl vettiik el mindkett6t, akkor ugyantgy érvelhetiink.) 6 pont
Tehét A(G) = 3.

6. G csdcsal v1,vs,...,070, v; és v;, © # j akkor és csak akkor vannak Osszekotve, ha ij
oszthaté 14-gyel. Hatdrozzuk meg 7(G)-t, a lefogé pontok minimadlis szamat.

Csoportokra osztjuk a pontokat 2-es és T-es oszthatésig szerint. A: amik 14-gyel oszthaték: |A| = 5. B: 7-tel
oszthatd, 2-vel nem: |B| = 5. C: 2-vel oszthatd, 7-tel nem: |C| = 30. D: se 2-vel, se 7-tel nem oszthaté: |D| = 30.
A pontjai minden csticcsal 6ssze vannak kotve, ezen kiviil minden B-beli cstics ssze van kétve minden C-beli csiccsal.

2 pont

Tehat az AU B halmaz lefogé, ezért 7(G) < 10. 3 pont
Viszont vehetiink a BC' élek koziil 5 fiiggetlent, és az AD élek koziil is 5 fiiggetlent, ez dsszesen 10 fiiggetlen él, tehat
v(G) > 10. 3 pont
Ezeket 6sszegezve, 10 < v(G) < 7(G) < 10, tehat 7(G) = 10. 2 pont



