Kombinatorika és grafelmélet I
1. ZH, 2026. 4prilis 17. 10.15-11.45, E 505.
Javitokules

Az Utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztaté jelleggel allapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitds kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet megfelel6 részének végiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdél. Ha ez utébbi kideriil, 4m a kérdéses allitds, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
megfelel6 részpontszdm jar. Természetesen az ismertetettektél eltéré de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az utmutatdébeli pontozés intelligens kozelitésével meghatarozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szamolési hibaért dltalaban

(hibédnként) 1 pontot vonunk le.

1. Hany olyan fa van a vy, vs, ..., vg, csicsokon, amelyben minden fokszam péaratlan?

A Priifer kédok egyértelmiien (bijektiven) megfelelnek a faknak, tehdt elég a megfeleld Priifer kédokat leszdmolni. Ez

n — 2 = 4 hossz, és minden cstcs eggyel kevesebbszer szerepel, mint a fokszama. 1 pont
Vagyis azokat a 4 hosszu Priifer kédokat kell leszamolni, amelyekben minden cstics pdros sokszor szerepel. 2 pont
Két esetet kiillonboztetiink meg: 1. Egy cstics szerepel négyszer. Ezt a csicsot 6-féleképpen valaszthatjuk ki, tehét

ilyen kédbél 6 van. 3 pont

2. Két csiics van a kédban, mindkettd kétszer. A két csicsot (S) = 15-féleképpen valaszthatjuk ki. Ezutin az egyiket
(;) = 6 helyre tehetjiik a kédban. Ez mar meghatdrozza a masik csiics két helyét is. Tehat 15 -6 = 90 lehet6ség van.
4 pont

Tehat a valasz 96.

2. Legyen x > 0. G egy teljes graf a vy, vq, ..., vg, cstcsokon, a vv; (1 <i < j < 6) stlya
U=, Hatarozzuk meg z fiiggvényében a minimélis feszit6fa stlyat.

Hérom esetet kiilonboztetiink meg: < 1, z = 1, x > 1. Mindhdrom esetben a mohé algoritmust fogjuk futtatni egy

minimalis feszit6fa megtaldlasdhoz. 1 pont
Legyen = < 1. Ekkor minél nagyobb j — 4, annal kisebb 2 ~9)_ Tehat a kovetkezd a mohé algoritmus egy lehetséges
futdsa: vive, v1vUs, V2V, V1V4, V3Ve. Ennek a fadnak a silya 25 + 2724 + 223 3 pont
Legyen = = 1. Ekkor minden él silya 1, tehat minden feszitéfa silya 5. 3 pont
Legyen z > 1. Ekkor minél kisebb j — ¢, annal kisebb zU~9_ Tehat a mohé algoritmus az 1 hosszi éleket fogja
kivalasztani: vive, v2U3, V34, V4Us, UsVs. Ennek a silya bx. 3 pont

3. Legkevesebb hany élt kell hozzdadni a K50 100 teljes paros grathoz, hogy tartalmazzon
Hamilton kort?

(A Ksp100 grafnak az egyik osztalyaban 50, a masikban 100 cstcsa van, két csics akkor és
csak akkor van Gsszekotve, ha kiilonb6z6 osztalyban vannak.)

Legyenek a csucsok v1,...,vs0 és u1,...,u100. Ha elhagyjuk a vi,...,vs0 csicsokat, akkor a graf 100 komponensre
(izoldlt pontra) esik szét. Ha lenne Hamilton kor, akkor 50 cstics elhagydsdval legfeljebb 50 komponensre eshetne szét.
3 pont

Egy él hozzdadasaval a komponensek szamét legfeljebb eggyel tudjuk csokkenteni. Ezért legalabb 50 élt hozza kell
adnunk a grafthoz, hogy legyen benne Hamilton kor. 4 pont
Ennyi viszont elég is: adjuk hozza a grafhoz a kovetkez6 éleket: vivsi,vavse,...,vs0v100. Ekkor egy Hamilton a
kovetkezd: U1V1V51U2V2V52U3 . . ., U50V50V100UL - 3 pOIlt

4. A (G, s,t,c) halézatban semelyik él kapacitasa sem 0, vagyis ¢ > 0, a maximalis st
folyam nagysédga pedig 100. A (G, s,t,c+1) hélézatban (minden kapacitdshoz hozzdadunk 1-et)
pedig 2026. Bizonyitsuk be, hogy a (G, s,t, ¢) hilézatban van olyan él, amelynek nem egész a
kapacitasa.



Legyen (S,T) a minimélis, 100 kapacitasi vagas (G, s, t, c)-ben. A Ford-Fulkerson tétel alapjan ilyen 1étezik. Tegyiik
fel, hogy ebben a vdgasban k darab él van. Ekkor ennek a vagdsnak a kapacitdsa (G, s, t,c+1)-ben 100+ k, hiszen minden
él kapacitdsa eggyel né. 3 pont

Viszont, mivel (G, s,t,c+ 1)-ben a maximadlis folyam 2026, 100 + k > 2026, tehat k& > 1926. 4 pont

Ekkor viszont (G, s,t,c+ 1)-ben az (S,T) vagas legaldbb 1926 élt tartalmaz, amelyeknek az 6sszkapacitdsa 100, tehét
van koztiik olyan, aminek a kapacitdsa kisebb mint 1, vagyis nem egész. 3 pont

5. Legyenek G cstcsal vy, va, . .., U190, v; és v; (1 <@ < j < 100) akkor és csak akkor vannak
osszekotve, ha j =i+ 1, j =i+ 3, vagy jJ = ¢ + 4. Bizonyitsuk be, hogy G pontosszefiiggségi
szama, k(G) = 3.

A vy pont foka 3, tehdt k < 3. (Mert kK < dmin < 3, vagy mert a va, v4, vs elhagydsival v1 izoldlt pont lesz.) 3 pont
Most hagyjunk el 2 pontot G-bdl. Ha szomszédosak, akkor a két oldal &ltal feszitett részgraf osszefiiggd (az 1 hosszu
élek miatt) és a két oldalt Gsszekoti egy 3 vagy 4 hosszi él. 3 pont
Ha nem szomszédosak, akkor harom részre vigjak a csicshalmazt, a hdrom rész kiilon 6sszefiiggd részgrafot feszit, a
részeket pedig Osszekotik a 3 és 4 hosszi élek. Tehdt 2 pont elhagydsa utdn még osszefiiggd marad G, ezért k(G) = 3.
4 pont

6. G(A, B, E) egy osszefiiggd paros graf, |A| = |B|. Tudjuk, hogy tetszbleges v € A csticsot
torolve G-bél (a ra illeszkedd élekkel egytitt), a kapott G —wv grafban van A —v-t lefed parosités.
Bizonyitsuk be, hogy G-ben van teljes parositas.

Bebizonyitjuk, hogy teljesiilnek a Frobenius tétel feltételei. Az |A| = |B| feltétel trividlisan igaz. 1 pont
Igazolnunk kell, hogy minden X C A esetén |N(X)| > |X|. Tegyiik fel elészor, hogy |X| < |A| — 1. Ekkor van olyan
v € A, amelyre v € X. A feltételek alapjan a G — v grafban van A — v-t lefed6 pérositds. De ebbél kovetkezik, hogy

IN(X) > |X]. 4 pont
Ha pedig X = A, akkor, mivel G péros graf és osszefiiggd, N(X) = B, tehdt |[N(X)| = | X]|. 4 pont
Ezzel belattuk, hogy a Frobenius tétel feltételei teljesiilnek, vagyis a Frobenius tétel szerint G-ben van teljes parositas.

1 pont



