Kombinatorika és grafelmélet 1.
11. gyakorlat, 2025. majus 23.
Legrévidebb utak, BFS, Digkstra

Def: Adott a G = (V, E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf élein egy [ : E — R élhosszfliggvény. Az uv € E él
hossza alatt az [(uv)-t értjik. A G egy P tutjdnak a hossza a P éleinek Gsszhossza. Az u,v € V pontok tdvolsdgdt
dist;(u,v) jeloli, melyre dist;(u,v) = ¢, ha létezik £ hosszusdgi uv Gt G-ben, de ¢-nél révidebb nincs. (Ha nincs uov-
ut G-ben, akkor dist;(u,v) = co. Ha nem adjuk meg az [ tavolsagfiiggvényt, akkor az | = 1 fliggvényre gondolunk;
ekkor minden Ut hossza az 1t éleinek szdmé4t jelenti.)

1.

Adott a G = (V, E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf, G élein egy I : E — R, élhosszfliggvény. Tegyiik fel,
hogy egy u-bdl v-be vezetd élsorozat éleinek Gsszhossza £. Igazoljuk, hogy dist;(u,v) < L.

Adott a G = (V, E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf, G élein egy | : E — R élhosszfliggvény, valamint egy
r € V gyokérpont. Tegyiik fel, hogy d(r) = 0, tovdbba d(v) > dist;(r,v) teljesiil minden r # v € V esetén.
Ha valamely uv € E esetén d(v) > d(u) + l(u,v), akkor végrehajthaté az uv élmenti javitds, amikoris d(v)
értékét d(u) + I(u, v)-re csokkentjik.

e Igazoljuk, hogy a fenti élmenti javitas utan kapott d fliggvényre d(v) > dist;(r,v) teljesiil.

e Mutassuk meg, hogy ha d(v) = dist;(r,v) teljesiil minden v € V' pontra, akkor nem végezhetd élmenti
javitas.

Bizonyitsuk be, hogy ha nem végezhet6 élmenti javitds, akkor d(v) = dist;(r,v) teljestil minden v € V'
csucsra.

Igazak-e a fentiek akkor, ha a tdvolsagfiiggvény negativ értékeket is felvehet? Miért?

Mi a helyzet akkor, ha a dist;(u,v) definici¢jdban legrévidebb 1t helyett legrovidebb élsorozattal dol-
gozunk?

Hogyan lehet zsineggel, vonalzéval és csavaralatétekkel nemnegativ élhosszok mellett iranyitatlan grafban
legrovidebb utat meghatarozni?

Torpfalvan jarvany ttotte fel a fejét az kovetéen, hogy csif korsag fert6zott meg néhany torpot. Szerencsére
a betegségbdl minden torp egy nap alatt meggyogyul, és ezutan egy napig immunissé valik, &m sajnos ezt
kovetden tjra fert6zédhet. Kellemetlen, hogy a torpok még betegen sem adjék fel azt a megrogzott szokasukat,
hogy minden egyes nap minden bardtjukat meglatogatjak. Marpedig ha egy beteg torp egy nem immunis,
egészséges torppel taldlkozik, az utébbi bizonyosan megfertézédik. Mutassuk meg, hogy ha Térpfalvan 100
torp él, akkor a jarvanynak a kitorését koveté 101-dik napon mér bizonyosan vége van. Legfeljebb hany napig
tarthat a jarvany akkor, ha a torpok idokozben tjabb ismeretséget is kothetnek?

Tervezziink hatékony algoritmust, amelynek inputja egy (szomszédossagi matrixdval megadott) G = (V, E)
(irdnyitott) graf és egy k szdm, outputja pedig minden u, v € csicsparra megadja, hogy G-ben hany kiilonb6z6
u-bo6l v-be vezetd k élbél allé élsorozat taldlhaté. (Pl k = 1 esetén az inputként megadott szomszédossagi
métrix outputnak is kivald.)

Legyenek ly,lo : E — R, élhosszfiiggvények a G = (V, E) grafon. Igaz-e, hogy ilyenkor dist;, (u,v) +
disty, (u,v) = disty, 11, (u, v) mindig teljesiil minden u,v € V-re?

Az aldbbi bal oldali dbran lathaté graf éleire irt szamok az adott él hosszéat jelentik. Orén tanult médszer
felhasznaldsaval hatdrozzunk meg minden e-t6l kiilonbo6zo6 v cstuicsra egy legrovidebb ev utat. A kdzépso dbran

lathaté grafban taldljunk minden pontbdl egy legrovidebb utat i-be.
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10.

Kritikus a helyzet: Abszurdisztdn févarosat, Mutyipusztat savkop6 menyétek invazidja fenyegeti. A fenti
jobb oldali dbran lathaté a févaros térképe: az egyes utak mellett all6 szamok az adott dtvonal hosszéat
jelolik. A veszélyt — mint mindig — most is az tigyeletes szuperhss, Orarugégerincﬁ Felpattano haritja el.
Mesteri tervének végrehajtdsa mellett (miszerint helikopterrél ligot permetezve semlegesiti a betolakoddkat)
még ebben a vélsidgos pillanatban is a kozvagyon megévasa a legfébb célja. Ezért amellett, hogy minden
utcat végigpermetez és visszatér a szabadon valasztott kiinduladsi pontra, szeretné egytttal minimalizalni
a lerepiilt Ossztavot is. Segitsiink Orarugégerincﬁnek abban, hogyan vélasszon ttvonalat! (Az utcék altal
hatérolt beépitett teriiletek felett repiilési tilalom van érvényben.)

Mutassunk példét olyan irdnyitott D = (V, E) grafra, az éleken egy [ : E — R hosszfiigvényre, hogy alkalmas
s € V pontbdl inditva a Dijkstra algoritmust, helytelen eredményt kapunk.

Adott G = (V, E) gréf és | : E — R4 nemnegativ élhosszfiiggvény esetén legyen f(v) := max{dist;(v,u) :
u € V}. Hatdrozzuk meg, a max{ ;gz)) cu,v € V(GQ)} érték maximumat, ha G tetszéleges véges, irdnyitatlan
graf lehet.




