Kombinatorika és grafelmélet 1.
10. gyakorlat, 2025. majus 12.
Stkgrafok

Tudnivaldk:

G sikgraf, ha lerajzolhaté a sikra metszés nélkiil. Tegyiik fel, hogy G le van rajzolva a sikra metszés nélkiil, n
csucs, e €él, t tartoméany, k Osszefiiggé komponens. Euler formula: n —e+t¢t =k + 1.

Kovetkezmény: Ha G egyszerii, n > 3 csucsu sikgraf, akkor e < 3n — 6. Ha G egyszerii, n > 3 cstcsu paros
stkgraf, akkor e < 2n — 4. S6t, ha G egyszerd, n > 3 csucsu sikgraf, amelyben nincs haromszog, mar akkor is
e<2n —4.

Kovetkezmény kovetkezménye: Ks és K3 3 nem sikgrafok.

Négyszintétel (Appel-Haken 1976) Ha G sikgraf, akkor x(G) < 4. (Ez nem javithat6, pl Ky.)

Topologikus izomorfia. Definidlunk két operaciot, amelyek egymads inverzei. 1. operacié: A G graf két szomszédos
csucsa legyen u és v, toroljik el az uv élt és vezessiink be egy 1j x csicsot, amelynek két szomszédja van, u és
v. 2. operacié: Tegyiik fel, hogy G-ben x foka 2, szomszédai u és v. Toroljlik el az x csticsot és az xu, zv éleket,
viszont huzzuk be az uv élt.

A G és H grafok topologikusan izomorfak, ha az 1. és 2. operacié ismételt alkalmazdsaval el lehet jutni G-bél
H-ba.

Eszrevétel: Tegylik fel, hogy G és H grafok topologikusan izomorfak. Ekkor G sikgraf < H sikgraf.

Kuratovski tétel (1930) G akkor és csak akkor sikgraf, ha nem tartalmaz Kjs-tel és K3 s-mal topologikusan
izomorf részgrafot.

Fary-Wagner tétel (1936, 1948) Ha G sikgraf, akkor lerajzolhat6é metszés nélkiil gy, hogy az élei egyenes
szakaszok.

1. (i) Egy egyszerti, n > 3 csicsu sfkbarajzolt grafnak pontosan 3n — 6 éle van. Bizonyitsuk be, hogy minden
tartomdnya hdromszog. (ii) Egy egyszer(i, n > 3 cstcsu sikbarajzolt graf minden tartoménya héromszog.
Bizonyitsuk be, hogy pontosan 3n — 6 éle van.

2. Hany csicsa van annak a sikbarajzolhaté grafnak, amit 3 haromszog-, 3 négyszog- és egy 6tszoglap hatarol?

3. Tetszbleges G sikbarajzolt grafra legyen n(G) a csiicsok, e(G) az élek, t(G) a tartomanyok szédma. Hatdrozzuk
meg az n(G) + e(G) — 2¢t(G) mennyiség maximumdt, ha G barmilyen 100 csicsi Osszefliggd egyszerii
sikbarajzolt graf lehet.

4. Biz. be: Ha G n pontu, egyszerii, sikbarajzolhat6 graf, akkor
a) egyuttal téruszra is rajzolhatd;

b) ha G-nek 3n — 6-nal kevesebb éle van, akkor behizhaté G-be 1j él ugy, hogy tovdbbra is egyszert,
sikbarajzolhaté grafot kapjunk;

¢) G barmely sikbarajzoldsakor ugyanannyi tartomany keletkezik;

d) G-nek vagy van legfeljebb harmadfoki csticsa vagy G tetszOleges sikbarajzoldsdnak van haromszoglapja.

5. Adjunk meg olyan 8 csiicst, egyszeri, sikbarajzolhaté gréfot, aminek a komplementere is sikbarajzolhatd!

6. Mutassuk meg, hogy ha |V (G)| > 11, akkor G és G egyike biztosan nem sikgraf.

7. Egy konvex test minden lapja négyszog vagy nyolcszog és minden pontban pontosan harom lap talalkozik.
Mennyi a négyszog- és nyolcszoglapok szaménak kiilonbsége?

8. Egy mez6n k héz és k kit 4ll. Minden héztdl pontosan 4 (kiilénb6zd) kiuthoz vezet it (méghozzé kozvetleniil,

vagyis mas hdzak vagy kutak érintése nélkiil). Mutassuk meg, hogy biztosan van két olyan tt, amelyek
keresztezik egymast!

9. Bizonyitsuk be, hogy minden sikbarajzolt G graf 3-sszefiiggové tehetd tovabbi élek behuzasaval a sikba-
rajzoltsag megtartasa mellett. Igazoljuk, hogy ha G sikbarajzolt és minden lapja hidromszog, akkor G 3-
Osszefiiggd.

10. Mutassuk meg, hogy ha egy G egyszerii sikgrafban a legrovidebb kor hossza g, akkor |E(G)| < 9%2(71 —2).
11. Egy 20-cstcsu poliédernek 12 lapja van, mindegyik &k oldald sokszog. Mennyi a k értéke?
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1. dbra. Mézga Aladar, Doktor Bubé és Cs6érmester lakdsa és gardzsa.
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2. abra. Mézga Aladér, Doktor Bubé és Csérmester nyaraléja.

Sikbarajzolhaték-e a K¢, K42, K43, K5 — e, K33 — e, C7 grafok? Hat az aldbbiak?

A ] e

Bizonyitsuk be, hogy minden egyszerili sikbarajzolhaté grafban

a) a minimélis fokszadm legfeljebb 5;

b) ha a minima&lis fokszam 5, akkor legaldbb 12 6t6dfokd pont van.

Egy grafban minden pont foka legfeljebb 3, és minden kore legfeljebb 5 hosszi. Mutassuk meg, hogy a graf
sikgraf!

Jelolje cr(G) a G graf sikra vald lerajzoldsakor 1étrejoved élkeresztezések lehetséges minimélis szdmat. (Fel-
tessziik, hogy hérom él nem metszheti egymdst ugyanabban a pontban.) Mennyi cr(Ky4 4) értéke? Mennyi
cr(Ke)?

Bizonyitsuk be hogy cr(Ks5) > 11.

Mutassuk meg, hogy a K7 és a K, 4 grafok mindegyike téruszra rajzolhaté. Bizonyitsuk be, hogy ha G
stkbarajzolt graf, akkor G-be tetszoleges élt behtzva téruszra rajzolhaté grafot kapunk.

Bizonyitsuk be, hogy egy 4-reguldris egyszerii paros graf nem lehet sikbarajzolhato!

(Hanani-Tutte tétel) (*) Egy grafot sikeriilt gy lerajzolnunk, hogy bérmely két éle paros sokszor metszi
egymaést. Bizonyitsuk be, hogy sikgraf!

a (*). Mézga Aladar (A), Doktor Bub6 (B) és CsOrmester (C) egy sorhdzban laknak, egymés mellett, a
gardzsaik egy mésik épiiletben vannak, ugyancsak egymads mellett. (1. dbra)

Sajnos nagyon rosszban vannak, ezért Ugy szeretnének utakat épiteni mindhdrom lakastdl a megfeleld
gardzsig, hogy az utak ne keresztezzék egymdst. (Mar 6regek és nem tudnak repiilni.) Lehetséges ez?

b. Rdadasul a nyaraldik is egy kozos kertben vannak, de mindenkinek sajat kapuja van, a 2. dbra szerint.
Nem tul szerencsés elrendezés. Itt meg tudjak épiteni az utakat a harom haztél a megfelel6 kapukig ugy,
hogy ne keresztezzék egymast?



21. Mutassuk meg, hogy ha a G sikbarajzolt graf minden lapjat paros szamu él hatédrolja, akkor G paros graf.

22. Tetszbleges G sikbarajzolt grafra legyen n(G) a cstcsok, e(G) az élek, t(G) a tartomdnyok szdma. Hatdrozzuk
meg az n(G) + 2¢(G) — t(G) mennyiség maximumdat, ha G barmilyen 2020 csicsi egyszer( Osszefiiggd
sikbarajzolt graf lehet.

Hazi feladat.
1. Legyen G hérom sikgraf unidja. (Hérom sikgraf ugyanazon a csticshalmazon, G élhalmaza a harom élhalmaz
unidja.) Bizonyitsuk be, hogy x(G) < 18.

2. Az Operativ Torzs szakszeriien feltérképezte az emberek kapcsolati haléjat és a kapott 10000000 csticsi
grafot sikertilt Osszesen két él-metszéssel felrajzolni a VIP Oltéponton talalhaté Operativ Digitdlis Tablara.

Bizonyitsuk be, hogy az emberek egy részét (nem 0-t és nem is az Osszeset) karanténba tudjdk zarni ugy, hogy
legfeljebb 5 kapcsolatot kell hatosagilag megszakitani!

Nyakunkon a ZH!!

Kombinatorika és grafelmélet 1
2. pOotpotZH, 2022. méjus 24, 8.15-9.45, IE 217-1

A rendelkezésre all6 munkaidé 90 perc. Minden résztvevd a nevét, NEPTUN kdédjat a dolgozat minden lapjanak
jobb felsé sarkdban olvashatdan és helyesen tiintesse fel. Minden egyes feladat helyes megoldédsa 10 pontot ér. A dolgozatok
értékelése (tdjékoztaté jelleggel): 0-23 pont: 1, 24-32 pont: 2, 33-41 pont: 3, 42-50 pont: 4, 51-60 pont: 5. A puszta (indoklés
nélkiili) eredménykozlést nem értékeljiik. A megindokolt részeredményért ardnyos pontszam jar. {részeren és papirokon kiviil
semmilyen segédeszkoz haszndlata sem megengedett, igy tilos az ifrott vagy nyomtatott jegyzet, a szamold- és szamitogép,

mobiltelefon, tévé és radié hasznélata, tovabba a dolgozatirds kozben torténd egylittmiikodés.

1. A G gréf csticsai vy, . . ., vgo. A v; és v; csticsok (7 # j) akkor és csak akkor vannak dsszekétve,
ha?—j —1vagy j —¢ — 1 oszthato 5H-tel.
Hatérozzuk meg a(G)-t.

2. A G 100 csicsu graftban nincs izolalt pont, p(G) = 60. Bizonyitsuk be, hogy a(G) > 9.

3. G ismét egy 100 csticst graf. Bizonyitsuk be, hogy x(G)+x(G) > 20. (G a G komplementer
grafja)

4. G a kirdlygraf, vagyis G cstucsai megfelelnek a 8-szor 8-as sakktabla mezdinek, két csics
akkor és csak akkor van 0sszekotve, ha a megfelel6 mezok kiraly 1épésre vannak egymastol.

a. Hatdrozzuk meg x'(G)-t.

b. Adjuk meg G éleinek egy szinezését x'(G) szinnel.

5. A G 100 csucsu sikgraf. Bizonyitsuk be, hogy 7(G) < 75.

6. A G egyszeru sikbarajzolt grafnak 3 hdromszog, 4 négyszog és 5 Otszog tartomanya van,
beleértve a végtelen tartomanyt is, és més tartomanya nincs.
Hény csticsa van?



