LAPOS MODULUSOK, LAPOS CSALADOK
SZABO ENDRE

KivoNaT. A fejezet célja, hogy megismertessen a lapossag fogal-
maval, a leggfontosabb ra vonatkozo6 tételekkel, és — példdkon ke-
resztiil — megmutassa, miért hasznos, miért olyan fontos fogalom
ez a geometridban. Néhdny bizonyitdst is adunk. Eldismeretek:
Elemi kommutativ algebra, sémdk és koherens kévék definicidja,
kéve kohomoldgia fogalma, hosszi egzakt sorozat.

6. LAPOSSAG ELEMI TULAJDONSAGAI

Definici6 6.1 (Lapos modulus). Legyen A egy (kommutativ, egységele-
mes) gytird, M egy A-modulus. Az M modulus lapos az A gyiri felett,
ha a kévetkezd — ekvivalens — feltételek valamelyike teljesiil:

(1) Az M-mel vald tenzor-szorzds egzakt funktor.

(2) Minden I <A végesen generdlt idedlra az I @ M — M (szorzds:
i @ m — im) leképezés injektiv.

(3) Ha a > ,aim; = 0 dsszefiiggés fenndll bizonyos m; € M és
a; € A elemek kozott, akkor annak kézzel foghaté oka van: az
m; elemek elddllithaték m; = Zj b jn; alakban, ahol n; € M
elemek és b ; € A olyan mdtriz, amire a ), a;b;; = 0 dsszefiig-
gés teljesil minden j-re.

(4) Tor!(N, M) = 0 minden N A-modulusra.

(5) Tory (N, M) = 0 minden N A-modulusra és minden k > 1

kitevire.

Az M hiiségesen lapos A felett, ha lapos, és minden N # 0 A-modulusra
N®@yu M #0.

Tétel 6.2 (Lapossig elemi tulajdonsigai). Legyen A egy kommutativ
egységelemes gyiri, M egy A-modulus. Legyen A — B egy (kommuta-
tiv) A-algebra (tehdt gyben A-modulus is), és N egy B-modulus (tehdt
egyben A-modulus is).

(1) Indukalt modulus. Ha M lapos A felett, akkor B ® M lapos
B-modulus.

(2) Tranzitivitds: Ha B lapos A felett, és N lapos B felett, akkor
N lapos az A felett is. Forditva: ha B hiiségesen lapos A felett,

és N lapos A felett, akkor N lapos B felett is.
1
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(3) Lokalizalds: Ha S C A tetszdleges multiplikativ rendszer, ak-
kor a hdnyados gytird S™' A lapos A-algebra. Ezért ha M lapos
A-modulus, akkor S™*M lapos lesz mind A, mind pedig S'A
felett. Specidlisan, ha p< A egy primidedl, akkor a lokdlis gydri
Ay lapos A-algebra.

(4) A lapossag lokalis tulajdonsag: ezek ekvivalensek

(a) M lapos,

(b) a lokalizdlt M, lapos Ap-modulus minden p<A primidedlra,

(¢) alokalizdlt M, lapos A,,-modulus mindem m<A mazimdlis
wdedlra.

(5) Teljessé tétel. Ha A lokdlis Noether gyiird, és I < A egy iddl,
akkor A = ](iEIA/Ik, az A teljessé tétele hiiségesen lapos A fe-

lett. Tehdt a végesen generdlt M pontosan akkor lapos A felett,
ha M = lim M/I*M = M ®4 A lapos A felett.
—

(6) Egzakt sorozatok: Legyen 0 - K — M — L — 0 A-
modulusok rovid egzakt sorozata. Ha K, L laposak, akkor M
1s az. Ha M, L laposak, akkor K 1is az.

(7) Véges modulusok: Legyen A Noether gyiiri és M wvégesen
generdlt A-modulus. Ekkor
(a) M lapos <= M projektiv
Ha ezen felil még A lokdlis gyiri, akkor
(b) M lapos <= M szabad

(8) Féidedl gytiriik: Legyen A féidedl-gydri. Ekkor M lapos <=
M torziomentes.

Definicié 6.3 (Lapos kéve, lapos morfizmus). Legyenek X,Y tetszd-
leges sémdk, F koherens kéve X-en, és f : X — Y eqy tetszdleges
morfizmus. Legyen x € X tetszdleges pont, és legyen y = f(x). Ekkor
a lokdlis gyird O, x egy Oyy algebra, és a lokalizdlt F, egqy végesen
generdlt Oy x modulus. F lapos az x pontban Y felett, ha F, lapos
Oyy felett. Tovdbbd F lapos Y felett, ha minden x € X pontban
lapos. Specidlisan, azt mondjuk, hogy f lapos morfizmus, vagy X lapos
Y felett, ha a struktira kéve Ox lapos.

Tétel 6.4 (Lapossig elemi tulajdonsigai). Legyenek X,Y tetszdleges
sémdak, F koherens kéve X -en, és f : X — Y eqy tetszoleges morfizmus.

(1) Nyilt bedgyazdasok: Minden nyilt bedgyazds lapos.
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(2) Béaziscsere: Legyen Y' — Y tetszdleges morfizmus, tekintsik
a rost-szorzat diagrammot:

X xy V' L X

)
Y’ — Y

Ha f lapos, akkor f' is az. Altala’nosabban, ha F lapos Y felett,
akkor g*F is lapos Y' felett.

(3) Kompozicié Lapos morfizmusok kompozicidja is lapos. Altalé-
nosabban, ha F lapos Y felett, ésY — Z eqy lapos morfizmus,
akkor F lapos Z felett.

(4) Affin sémdk: Legyen A — B gyiiri-homomorfizmus, ez megad
eqy Spec B — Spec A morfizmust. Ekkor
B lapos A felett <= Spec B lapos Spec A felett.

(5) Koherens kévék: Ha X Noether séma, és F koherens, ak-
kor F lapos X felett <= F lokdlisan szabad. Altaldnosab-
ban, ha f véges leképezés, és'Y Noether, akkor F laposY felett
Longleftrightarrow f.F lokdlisan szabad. Ha pedig f véges és
lapos, akkor F lapos Y felett Longleftrightarrow F lokdlisan
szabad.

7. ASSZOCIALT PONTOK

Definicié 7.1 (Asszocialt pimek, primér felbontds). Legyen A egy No-
ether gyirid, M eqy végesen generdlt A-modulus. Eqy p< A primidedl
asszocialt idedlja az M-nek, ha van olyan x € M elem, amelyiknek
az annulldtora annx = p. Az asszocidlt primek halmazdt Ass(M)-mel
jelalyiik.

Egy @ végesen generdlt modulust primér modulusnak neveziink, ha
egyetlen asszocidalt prim tartozik hozzd. Ekvivalens definicio: ha aqg = 0
valamely a € A, q € Q elemekre, akkor vagy q = 0 vagy a"Q = 0. Az
egyetlen asszocidlt prim éppen a Q annulldtoranak a (nilpotens) radi-
kilja.

Az M wvégesen generdlt modulusnak van véges sok M; részmodulusa,
amelyek metszete 0, és az M /M, faktor-modulusok primérek. A 0 =
M; M; eldallitdast az M primér-felbontasanak nevezzik. A felbontds nem
feltétlendil eqyértelmi, de ha minimdlis, akkor a primér-modulusokhoz
asszocidlt primek egyértelmiiek, megegyeznek az M asszocidlt primjei-
vel.

Ha S C A tetszbleges multiplikativ rendszer, akkor az S™*M modulus
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asszocidlt primjei éppen azok az S™'p <« ST'A primek, amelyekre p az
M asszocidlt primje, és SNp = 0.

Definicié 7.2 (Asszocidlt pontok, primér felbontds). Legyen X egy
Noether séma, és F eqy koherens kéve rajta. Egy p € X pont asszo-
cidlt pontja az F-nek, ha a lokalizdlt F, modulusnak asszocidlt idedlja
lesz az O, x lokdlis gytird mazimdlis idedlja. Az asszocidlt pontok hal-
mazdt Ass(F)-fel jeldljik.

Az asszocidlt pontok lezdrtjai (a Zariski topoldgidban) az X zdrt rész-
halmazai, ezek unidja éppen supp F, az F tartdja. Azokat az asszocidlt
pontokat, amelyek benne vannak eqy mdsik asszocidlt pont lezdrtjiban,
bedgyazot pontoknak hivjuk.

A tartot korabban masképpen definialtuk: azon p pontok halmaza,
ahol az F, lokalizalt modulus nem nulla. Ez ekvivalens a most adott
1j definiciéval.

Ha X egy “integral” séma, azaz Ox nullosztémentes, akkor Ass(X)
éppen az X irreducibilis komponenseinek az altalanos pontjaibél all,
tehat nincs beagyazott pontja.

Ha X egy hiperfeliilet egy sima varietason, akkor lokdlisan egy egyen-
lettel adhaté meg, mert a sima varietds lokdlis gytiriijében érvényes az
egyértelmi primfelbontés (hiszen regularis lokalis gytiril). Az egyenlet
primfelbontasa megadja az Ox modulus primér-felbontasat is, tehat
Ass(X) pontjai megfelelnek az egyes primtényezéknek. Tehdt X-nek
nincs bedgyazott pontja. Ugyanez a gondolatmenet érvényes lokkalisan
teljes metszet varietasokra is.

Természetesen a kévék asszocialt pontjait lehet idedl-kévék segitségé-
vel is definialni, a modulusokra kimondott definiciék, allitasok mind
érvényben maradnak.

Akarmelyik definiciét is hasznaljuk, koherens kévékre is miikodik a
primér-felbontdas, noha ennek a szép eredménynek még egyetlenegy al-
kalmazéasat sem lattam.

8. LAPOSSAG LOKALIS KRITERIUMA

Gyakran taldljuk magunkat a kovetkezé helyzetben: f : X — V
morfizmus, F koherens kéve X-en, z € X egy pont, y = f(z). Ha
tudunk valamit az X,, F, rostokrol az x pontban, akkor j6 lenne ezt
az informaciot “kiterjeszteni” az X-re illetve az F-re is. Sok tulajdon-
sagra ismeriink ilyen kiterjesztést, ha F lapos Y felett az x pontban.
Az elsé 1épés tehat az, hogy elégséges feltételeket talaljunk erre a lapos-
sdgra. Az olyan jellegii tételeket, ahol az F, rost lapossagabdl (bizonyos
feltételek mellett) kovetkeztetiink az eredeti F lapossdgara, “lapossig
lokdlis kritériuma” gytjtonéven emlegetjiik.
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Tétel 8.1. Legyenek A eqy Noether gyiri, B eqy Noether lokdlis A-
algebra, I 1 A eqy idedl és M eqy végesen generdlt B-modulus. Tegytik
fel, hogy 1 ¢ IB, azaz IB egy valddi idedlt B-ben. Jeldlje v a

Vit I¥/TF T @4 M/IM — I*M/TF M (szorzds)
leképezést. A kovetkezd dllitdsok mind ekvivalensek:

(1) M lapos A-modulus.

(2) Minden N A/I-modulusra Tori (N, M) = 0.

(3) M/IM lapos A/I modulus, és Tor{(A/I, M) = 0.

(4) M/IM lapos A/I-modulus, és az 1 ®@4 M — IM (szorzds) izo-
morfizmus.

(5) M/IM lapos A/I-modulus, és mindeqyik i izomorfizmus.

(6) Minden k-ra M/I*M lapos A/I*-modulus.

(7) M = lim M/I*M lapos A= lim A/I* modulus.

3
4

Megjegyzések. Az a feltétel, hogy B lokilis, csak azért sziikséges,
hogy Krull metszet-tételét hasznalhassuk. Ezért gyengitheto. Masrészt
a bizonyitdsban egyediil a (7)= (1) rész hasznélja ezt a feltételt.
Bizonyités. (1)=(2): vilagos.

(2)=(3): Ha N egy A/I modulus, akkor N ®4 M = N ®u;
(M/IM). Legyen 0 - X — Y — Z — 0 A/I modulusok révid
egzakt sorozata. Ekkor

0= Tor{(Z, M) = X @1 (M/IM) =Y @41 (M/IM)

tehat M/IM lapos A/I modulus.
(3)<(4): kovetkezik ebbdl az egzakt sorozatbdl:
0 = Tor{ (A, M) — Tori (A/I,M) - T @, M - AR, M =M

(3)=(2): Legyen N egy A/I-modulus, valasszunk egy generdtor-
rendszert. Ez ad egy 0 - R — FF — N — 0 rovid egzakt sorozatot,
ahol F' szabad A/I-modulus. Erre

0 = Tor{!(F, M) — Tor{(N, M) — R®/r(M/IM) — F®4,1(M/IM)

A jobboldali nyil injektiv, mert M/IM lapos A/I-modulus. Ezért
Tor (N, M) = 0.

(4)+(2)=(5): A feltétel miatt Tor{ (I¥/I*+! M) = 0 minden k-ra.
Tekintsiikk a 0 — I**1 — [* — T*¥/Tk*1 — 0 egzakt sorozatot, és a
beldle gyarthatd

0 - I'oM — I*eM — (IF/I"YeoM — 0

Hk+1 ‘,U'k Tk
0 - I'M — I*'M — IFM/I*'M — 0
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diagrammot. Itt ug a szorzds, és a feltétel miatt p; izomorfizmus. &
szerinti indukciéval kovetkezik, hogy minden puy és minden v, izomor-
fizmus.

(5)=(6): Rogzitsiink egy k-t, beldtjuk, hogy M/I* lapos A/I*-
modulus. Minden i < k-ra tekintsik a 0 — I**'/I* — ['/IF —
I'/I**1 — 0 egzakt sorozatot, és a bel8le nyerhetd

(It /iHYeM — (I/INeM — (II/I™HYe@M — 0
Vi1 v; Yi
0 - I''M/I*'M — I'M/I*M — I'M/I'"'M — 0

diagrammot. Itt v; és v;41 a szorzds M/I¥M-ben, és a harmadik
fiigg6leges nyil azonosithaté yg-val, hiszen (I°/I*) @ M = (I'/I*) ®
(M/IM). A feltétel szerint minden ; izomorfizmus, és v, = 0 szintén
izomorfizmus, tehat 7 szerinti lefelé indukciéval lathaté, hogy minden
v; izomorfizmus. Tehdt vy : (I/1¥) @ (M/I*M) — I(M/I*M) is izo-
morfizmus. Tehdt az M/I*M A/I*-modulusra teljesiil (4). Ezért (2)
is teljesiil ra: Tor{(N, M/I*M) = Torf/lk (N, M/I*M) = 0 minden N
A/I-modulusra. i szerinti teljes idukciéval beldtjuk, hogy ugyanez min-
den N A/I*-modulusra is igaz. Valéban, ha N egy A/I**'-modulus,
akkor IN és N/IN mér A/I'-modulusok, igy a

Tor (IN, M/I¥ M) — Tor{ (N, M/T*M) — Tori(N/IN, M/I* M)

egzakt sorozat két széle 0. Tehat Torf/lk (N, M) = Tor{(N,M) = 0
minden A/I* modulusra, azaz M/I*M lapos A/I*-modulus.

(6)=(7): kovetkezik az inverz limesz egzaktsagabdl (Ha sziirjektivek
a homomorfizmusok, akkor egzakt funktor).

(7)= (1): Legyen B = limB/I*B a B teljessé tétele. 6.2. Té-
(-

tel (5) miatt A hiiségesen lapos A-modulus, tehat M lapos A-modulus.
Miésrészt M = M ®p B, tehdt az @4 M = (_®aM)®p B funk-
tor egzakt. Mivel Bis hiiségesen lapos B-modulus, azért az _ ® 4 M
funktor is egzakt, azaz M lapos. O

Kovetkezmény 8.2. Legyen (A, m) egy Noether lokdlis gyiri, B egy

Noether lokdlis A-algebra. Legyen M — N — Q — 0 végesen generdlt

B-modulusok eqy rovid egzakt sorozata. Tegyik fel, hogy N lapos A
felett. Ekkor

(1) g injektiv és Q lapos A felett <= g ®4 (A/m) injektiv,
(2) g izomorfizmus <= g @4 (A/m) izomorfizmus.
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Bizonyitas. Ha g injektiv és () lapos A felett, akkor
0= Tor}(Q,A/m) = M ® (A/m) = N ® (A/m)

is egzakt, azaz g ® (A/m) injektiv.

Visszafelé: tegyiik most fel, hogy g ®4 (A/m) injektiv. Legyen
z € ker(g). A feltevésiink miatt x € mM, teljes indukciéval belat-
juk, hogy € m*M minden k-ra. Tegyiik hat fel, hogy = € m*M, és
valasszunk olyan a,...a, € I* elemeket, amelyek képe bazist alkot
m¥*/m¥*1i-ben. Ekkor z = Y, a;z; alakban frhaté valamilyen z; € M
elemekkel. De ekkor ). a;g(z;) = 0 N-ben, és N lapos A-modulus,
tehdt 6.1. Definicié (3) szerint vannak b;; € A és y; € N elemek,

amelyekre
g(z:) =Y bijy;
J

minden ¢-re és
E a'ibi,j =0
A

minden j-re. Mivel az a; elemek képei fiiggetlenek m* /m*+1-ben, azért
b;; € m minden i, j indexre. Ezért g(x;) € mN, és mivel g @4 (A/m)
injektiv, azért x; € mM minden i-re. Ekkor viszont z = ). a;2; €
mPmM = mFM. Beldttuk hat, hogy z € N m*M. De Krull
metszett-tétele szerint ez utébbi modulus 0, azaz g injektiv. A 0 —
M — N — @ — 0 egzakt sorozatot A/m-mel tenzor-szorozva:

0 = Tor(A/m, N) — Tord(A/m, Q) — M®(A/m) ““" Ne(A/m)
azaz tor{(A/m, Q) = 0. Teh4t 8.1. Tétel miatt @ lapos A-modulus.

Vildgos, hogy ha ¢ izomorfizmus, akkor @ = 0 és ¢ ® (A/m) is
izomorfizmus.

Forditva: tegyiik fel, hogy g ® (A/m) izomorfizmus. Az elébb beldt-
tuk, hogy g injektiv ebben az esetben, tehat M < N olyan részmodulus,
amire M + mN = N. Nakayama-lemma miatt ekkor M = N, tehat g
izomorfizmus. O

Kovetkezmény 8.3. Legyenek (A,m) és (B,n) lokdlis Noether gyi-
rik, ¢ : A — B egy lokdlis homomorfizmus (azaz mB C n), jeldlje
F = B/mB a ¢ “rostjit” az m pontban. Ha A reguldris, B Cohen-
Macaulay, és dim B = dim A + dim F' akkor B lapos A felett.

Bizonyitasi otlet: Nem fogjuk haszndlni, de nagyon fontos. dim A
szerinti indukciéval kell bizonyitani. Ha z € m \ m? egy tetsz6leges
elem (reguldris paraméternek hivjak), akkor az indukcids feltétel miatt
B' = B/xzB lapos lesz A" = A/zA felett. Tehat Tor{(A/m,B) =
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Tord (A/m, B') = 0 (itt kell, hogy z nem nulloszté sem A-ban, sem
B-ben), azaz 8.1. Tétel miatt B lapos A felett. d
Tétel 8.4. Legyen (A, m) egy Noether gyiri, B egy Noether lokdlis
A-algebra, és M eqy végesen generdlt B-modulus. M pontosan akkor
lapos A folétt, ha minden p € Assg(M/mM) primidedlra a lokalizdlt
M, lapos A-modulus.

Megjegyzés. Nem haszndljuk, nem is bizonyitjuk — de ide illik. Ez is
a 8.1. Tétel kovetkezménye.

9. LAPOSSAG A GEOMETRIABAN

Tétel 9.1 (Lapossdg és a rost-dimenzid). Legyen f : X — Y egy test
felett véges tipusu sémak kozti morfizmus. Ha X lapos Y felett, akkor

dim, X = dim, Xf(:c) + dimf(w) Y

minden x € X pontban. Itt Xy = X xy k(f(z)) = [~'(f(z)) az f
rostja az f(x) pont felett.

Tétel 9.2 (Gorbe felletti lapossag). Legyen Y egy sima gorbe, X egy
Noether séma, f : X — Y egy morfizmus, és F egqy koherens kéve X -
en. F pontosan akkor lapos Y felett, ha monden asszocidlt pontja az'Y
valamelyik dltaldnos pontjiba képzddik. (Azaz f(Ass(X) C Ass(Y).)
Tétel 9.3 (Lapos kiterjesztés). Legyen Y egy sima girbe, X — Y \{p}
eqy projektiv morfizmus. Tegyiik fel, hogy X lapos Y \ {p} felett. Ek-
kor létezik egyetlen olyan X C X — Y kiterjesztés, amelyik projektiv,
megegyezik X -szel az'Y \ {p} nyilt halmazon, és lapos az egész Y felett.
Altaldnosabban: Legyen Y sima gorbe, és F koherens kéve (Y \ {p}) x
P"-en, lapos Y \{p} felett. Ekkor létezik egyetlen olyan F koherens kéve
Y X P"-en, amelyik megegyezik F-fel az (Y \ {p}) x P* nydlt halmazon,
és lapos az egész Y folott.

Tétel 9.4 (Hilbert Polinom). Legyen F eqgy koherens kéve egy projektiv
varietdson (egy test folott). F(n) = F @ O(n) jeldli az F elcsavartjait.
Az Euler-karakterisztika

X(F(n)) =) dim H(X, F(n))
i=0

az n-nek polinom-fiigguénye, ezt nevezzik az F Hilbert-polinomjanak.
Elég nagy n esetén H°(X,F(n)) = x(F(n)), ez a Hilbert-polinom
klasszikus definicidja.

Tétel 9.5 (Hilbert polinomok és a Lapossag). Legyen T egy séma, F
koherens kéve T X P"-en. Ha F lapos T felett, akkor a rostok Hilbert
polinomja:

t— xX(FQE()) teT
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lokdlisan konstans figgvény a T pontjain. Forditva, ha Or nulloszto-
mentes, és a rostok Hilbert polinomja lokdlisan konstans, akkor F lapos
T felett.

Tétel 9.6 (Félig folytonossdg, Grauert tétele). Legyen f : X — Y
“proper” morfizmus Noether sémdk kozott, és legyen F eqy koherens
kéve X -en, lapos Y felett.

(1) Ekkor minden i-re a
W(y, F) =dmH'(X,, 7)) yevY

fiigguény felilrdl félig folytonos Y -on.
(2) Ha Oy nulloszté mentes, és h®(y, F) konstans, akkor f.F lo-
kdlsan szabad (azaz vektornyaldb), és az

[ FRk(y) = H(X,, F) yeY

természetes leképezés izomorfizmus minden vy pont folétt.

(3) Altaldnosabban, ha Oy nulloszté mentes, és h*(y, F) konstans
valamelyik i-re, akkor f.F lokdlsan szabad (azaz vektornyaldb),
és az

RLF®kly) —» H'(X, F,)  yeY

természetes leképezés 1zomorfizmus minden y pont folott.

10. LAPOS FELBONTAS

Tétel 10.1 (Altaldnos lapossig).

(1) Legyen A egy nulloszté-mentes Noether gyiri, B eqy végesen
generdlt A-algebra, és M eqy végesen generdlt B-modulus. Fk-
kor van olyan f € A elem, amelyre a lokalizdlt M; szabad Ag-
modulus.

(2) Legyenek X,Y Noether sémdk, tegyik fel, hogy Oy nullosztd-
mentes. Legyen f : X — Y egy véges tipusi morfizmus, €s
legyen F eqy koherens kéve X -en. Ekkor van olyan U C Y siri
nydlt halmaz, amelyre f~Y(U) lapos U felett, és a megszoritott

Fli1(w) kéve is lapos U felett.

Bizonyitis. A mdsodik rész az elso rész atfogalmazdasa, az elsét bizo-
nyitjuk. Teljes indukciéval érveliink, a B algebra generatorainak szama
szerint. Elészor nézziik azt az esetet, amikor B = A (nincs generdtor).
Legyen K az A hanyados-testje. Mivel Mg = M ® K egy véges dimen-
zios vektortér, azért valaszthatunk egy my,...m, € M bézisat. Az M
generatorai kifejezhetok a béazis-vektorok K-egyutthatés linearis kom-
binédcidjaként, legyen f € A egy kozos nevezd az Osszes egytitthatdhoz.
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Ekkor az Ay lokalizalt gytirdi felett az my, ... m,, generdlja az My loka-
lizalt modulust. Mivel az m; generdtorok még K felett is fiiggetlenek,
azért My szabad Aj-modulus.

Legyen most B egy elem &ltal generalt C-algebra, ahol C' olyan A-
algebra, amelyikre érvényes a tétel. Legyen x a B generatora C' felett,
és legyen N < M egy olyan végesen generdls C-részmodulus, amelyik
B f6lott az egész M-et generdlja. Legyen N_; = 0, és

i
Ni=) o/N<M i=0,12,...
§=0
Vilagos, hogy N —1i végesen generalt C'-modulusok n6vé lanca, unigjuk
az egész M. Az x elemmel val6 szorzés megad egy szirjektiv N =
21N homomorfizmust, ami indukal egy

N;/Ni_1 == N1 /N sziirjektiv

homomorfizmust. A Noether tulajdonsig miatt tehdt az N;/N;_; mo-
dulusok véges sok kivételével mind izomorfak. Ha alkalmazzuk rdjuk
a tételt (hiszen véges sok végesen generalt C-modulusrdl van sz6), ak-
kor taldlunk olyan f € A elemet, amelyre az (N;/N;_1); lokalizalt
modulusok mind szabad Ag-modulusok. Ha a szabad generdtorokat
(N;) ¢-be felemeljiik, és uniézzuk minden i-re, akkor az | J,(NV;)f = My
As-modulus egy szabad generdtor-rendszerét kapjuk. U
Tétel 10.2 (Nagata triikkkje). Legyen X egy Noether topoldgikus tér
(zdrt halmazok leszalld ldnca véges). Egy U C X részhalmaz pontosan
akkor nyilt, ha

(1) Ha egy Q € U pont benne van eqy P € X pont lezdrtjaban,
akkor P € U.

(2) Ha P € U, akkor a P lezdrtjdnak egy nem-tires nyilt részhal-
maza is U-ban van.

A bizonyitas konnyti, legyen hézi feladat.
Tétel 10.3 (Lapossig nyilt tulajdonsag).

(1) Legyen A egy Noether gyiird, B egy végesen generdlt A-algebra,
és M egy végesen generdlt B-modulus. Azon p< B primidedlok
halmaza, amelyekre a lokalizdlt M, lapos A-modulus, Zariski-
nyilt részhalmaz Spec(B)-ben (esetleg tres).

(2) Legyenek X, Y Noether sémdk, X — Y wvéges tipusi leképezés,
és F koherens kéve X -en. Azon pontok, amelyekben F lapos Y
felett, nyilt halmazt alkotnak X -ben (esetleg tireset).

Bizonyitas otlete. A két allitas egymas atfogalmazasa, mindegy, me-
lyiket bizonyitjuk. Nagata triikkkjét (10.2. Tétel) hasznaljuk. Az elsé
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feltétel a lokalizalt gytiriik lapossagabdl (6.2. Tétel (3)) kovetkezik.
A maésodik feltételt két darabbdl kell 6ssze-takolni: Ha A nulloszté-
mentes, akkor az altaldnos lapossdg (10.1. Tétel) segit rajtunk, az

altalanos esetet pedig visszavezethetjiik erre a lapossag valamelyik lo-
kalis kritériumdval (pl. 8.1. Tétel (5)). O

Tétel 10.4 (Lapos felbontds). Legyenek X, Y Noether sémdk, f :
X — Y véges tipusu leképezés, és F koherens kéve X -en. Tekintsik a
Z —'Y morfizmusokra a kovetkezd diagrammot:

Xxy2Z % Xx

Al

z Ly
Létezik egyetlen olyan g : Z — 'Y morfizmus, amelyikre az X Xy Z-re
visszahuzott G*F kéve lapos Z felett, és g univerzilis erre a tulajdon-
sdgra nézve: ha ¢' : Z' =Y eqy mdsik morfizmus, amire G™*F szintén
lapos Z' felett, akkor van olyan h : Z' — Z morfizmus, amire ¢’ = hog.
Tovibbd, ez a g : Z — Y eqy lokdlisan zdrt bedgyazds, és g bijekciot ad
7 és'Y pontjai kézt. Tehdt 7 dsszefiiggé komponensei lokdlisan zdrt
halmazokra particiondljik Y -t.

Bizonyitasi otlet.



