TANANYAG OSSZEFOGLALO

Tanarszakos geometria eléadas, BSC, 3. félév
2009. tavasz

Ez a jegyzet tartalmazza a félév folyamén elhangzott fontosabb allitasokat,
melyek majd a vizsgiahoz is sziikségesek. A jegyzet nagyrészben Hajos
Gyorgy ”Bevezetés a geometridba” cimii konyvének megfelel6 részeire ala-
pul. Amennyiben egy fogalom a kényvben nincs megfeleléen targyalva, vagy
mas szempontbol lett targyalva, itt részletes ismertetésre keriil.

Felhasznalt fogalmak

Felhasznaljuk a valés vektortér és matrix fogalmat, és azok szorzasat il-
letve determinansat. Az affin sikot uigy tekintjiik, mint a két dimenziés valds
vektortér R?, az affin teret pedig, mint a harom dimenziés valés vektortér
R3. Az origét mint pontot O, mint nullvektort & jeléli. Vektorokat a, b, ¢, . . .
jelol. R2-beli A # B pontok szakaszat [A, B], tévolsdgat AB jeldli, és a
pontok meghatarozta egyenesrdl mint AB egyenesrol beszélink. Tovabba
az AB félegyenes az A kezdOponti, B-n dthaladé félegyenes.
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1 A valés projektiv sik és néhany modellje
Részben megtalalhaté a Hajés konyv 44. fejezetében (441-451. oldal)

Alapoétlet A projektiv sik legkénnyebben ugy képzelhetd el, hogy a
"kozonséges” affin sikot, azaz R2-t, kiegészitjiik a végtelen tavoli tin. idedlis
egyenessel. Ennek pontjai egy az egybe megfelelnek az egymassal parhuzamos
7kozonséges” affin sikbeli egyenes csaladjainak, azaz két affin sikbeli egye-
nesnek pontosabban akkor ugyan az az idealis pontja, ha parhuzamosak. fgy
barmely két projektiv egyenesnek van metszéspontja. Ez a szemlélet jelenik
meg az alabbi elsé modellben.

Az affin sik kib&vitése példaul a kdvetkezOképpen jellemezhetd: Ha egy
"kozonséges” affin sikbeli egyenes mentén az egyik vége felé haladunk, és
elériink a végtelen tavoli idedlis pontjahoz, akkor tovabb haladva az egyenes
masik végétol indulva folytatjuk az utunkat, visszaérve az affin stkra. Masszéval
ha az affin sikot egy szobanak képzeljiik, és kimdaszunk az egyik oldalon 1évé
ablakon, akkor tovabb haladva a szemkozti oldalon 1évo ajtén tériink vissza
a szobaba.

A projektiv stk definici6ja igen absztrakt, mivel sajnos a valds pro-
jektiv sik nem modellezheté egy az egybe valamely R3-beli feliilet pont-
jaival. Eppen ezért szerepel tobb modell is, ugyanis kiilonb6z6 projektiv
sikbeli problémak mas-méas modellben oldhatéak meg egyszeriibben.

Definicié A valds projektiv stk PR? pontjai az R térnek az O origét tar-
talmazé egyensei. A valés projektiv sik egyenesei az R? térnek az O origét
tartalmazé sikjai. Az O origét tartalmazé R3-beli L egyenes és S sik esetén,
az L-nek megfelel6 projektiv pont pontosan akkor pontja az S-nek megfelel6
projektiv egyenesnek, ha L C S. Ezt méasszoval igy is mondjuk, hogy a pont
illeszkedik az egyenesre, illetve az egyenes illeszkedik a pontra.
Megjegyzés Az egy pontra illeszked6 egyeneseket olykor sugarsornak hivjak,
az egy egyenesre illeszked6 pontokat pedig pontsornak.

Lemma A valds projektiv sik barmely két egyenese egy pontban metszi
egymast, és barmely két pontjan 4t pontosan egy egyenes hizhato.
Bizonyitds Az R3-beli origét tartalmazé S; és Sy sikok altal meghatédrozott
projektiv egyenesek metszéspontja az Sy és Sy sikok R3-beli metszésvonalahoz
tartozik. Tovabba az R3-beli origét tartalmazé L és Lo egyenesek altal
meghatirozott projektiv pontok azon az egy projektiv egyenesen vannak
rajta, mely az L1 és Lo altal kifeszitett sikhoz tartozik. O



MODELLEK

A valés projektiv sik, mint az affin sik kib6vitése
Tekintsiink egy tetszéleges origét NEM tartalmazé ¥ C R3 sikot, melyet
megfeleltetiink az R? affin siknak. Legyen tovabba S, az R3-beli origét
tartalmazo, 3-val parhuzamos sik, mely altal jellemzett projektiv egyenes a
végtelen tavoli idedlis egyenes a modellben.

Ha L egy R3-beli origét tartalmazé, ¥-val nem péarhuzamos egyenes,
akkor az L jelemezte projektiv P pontot azonositjuk a >N L metszésponttal.
Ha S # S, egy R3-beli origt tartalmazé sik, akkor az &ltala jellemzett
projektiv egyenes affin sikbeli pontjaibol all a e = ¥ N .S egyenes. Ennek
idedlis pontja az e-vel (és igy X-val is) parhuzamos SNS,, R3-beli egyeneshez
tartozik. Egy € C ¥ affin egyenes pontosan akkor paruzamos e-vel, ha a
megfelelé projektiv egyenesek metszéspontja nincs X-ban, azaz egy kozos
idedlis pont.

Egy projektiv egyenest két pontja két szakaszra osztja - az egyik tartal-
mazza az egyenes idealis pontjat, a masik nem.

Itt a végtelen tavoli egyenesnek tetszéleges projektiv egyenest vilaszthatunk,
hiszen tetszoleges origdt tartalmazd S, sitkhoz vélaszthatunk egy vele parhuzamos
Y-t. Ez a valasztasi lehet6ség atlathatobba teszi igen sok feladat megoldasat.

Vektormodell: A valds projektiv sik jellemzése térbeli vektorokkal
Tetsz6leges a € R3\6 vektor meghatdrozza az R3-beli origét tartalmazé
L ={)a: X\ € R} egyenest. Ez az egyenes a val6s projektiv sik egy pontjat
hatdrozza meg, melyet [a] pontnak hivunk. Itt @,b € R3\o esetén az [a]
és [b] projektiv pontok pontosan akkor esnek egybe, ha b = A\a valamely
X\ € R-re, azaz ha a és b Osszefiiggd. Ez utébbi reldcié nyilvan ekvivalencia
relaciéo a nem nulla térbeli vertorokon, és a projektiv sik pontjai az ezen
relacié szerinti ekvivalencia osztalyok.

Mésrészt egy a € R3\o meghatérozza az R3-beli origét tartalmazé S =
{b € R3: a-b =0} sikot, azaz aminek @ egy norméalvektora. fgy a jellemzi a
valds projektiv sik S-hez tartozé egyenesét is, melyet [a] egyenesnek hivunk.
Ismét a,b € R3\o esetén az [a] és [b] projektiv egyenesek pontosan akkor
esnek egybe, ha b = \a valamely \ € R-re.

Rogton adédik, hogy a,b € R3\6 esetén az [a] projektiv pont pontosan
akkor van rajta a [b] projektiv egyenesen, ha @-b = 0. Teh4t fiiggetlen a,b €
R3\6 esetén az [a] és [b] projektiv pontok egyenese az [axb] projektiv egyenes,
illetve az [a] és [b] projektiv egyenesek metszéspontja az [@xb] projektiv pont.
Tovabb4 tetszéleges a, b, & € R3\o vektorokra, [a], [b] és [¢] projektiv pontok
pontosan akkor esnek egy egyenesbe, ha @, b és ¢ Osszefiiggé. Tovabba [a],
[b] és [¢] projektiv egyenesek pontosan akkor mennek &t egy ponton, ha @, b
és ¢ Osszefiiggo.



A valés projektiv sik megadasa homogén koordinatakkal

Ha adott egy orthonormdlt bazisi koordinitarendszer R3-ban, akkor
tetszéleges (z,y,2) € R3\o koordindju vektornak megfelel a fenti modell
szerinti P projektiv pont. Itt (z,y,2)-t P homogén koordindtdinak hivjuk.
Két harmas (x,y, 2), (z/,1/, 2') € R3\6 pontosan akkor homogén koordinétdi
ugyanannak a projekt{v pontnak, ha taldlhaté A € R\0, melyre 2/ = Az,
y =My, és 2/ = Az

Hasonléan az (g, %o, z0) € R3\0 koordinaji vektornak megfeleld e pro-
jektiv egyenesen pontosan akkor van rajta az (z,y,2) € R*\0 homogén ko-
ordinataju projektiv pont, ha a megfelel6 skalaris szorzat 0, azaz

ToT + Yoy + 20z = 0.

Ez az (xo, Yo, z0) vektor altal meghatdrozott egyenes homogén egyenlete.

A projektiv homogén koordindtak és az affin sikbeli koordindtak kozott
a kovetkezSképpen teremthetd kapcsolat. Legyen Y a z = 1 egyenletii sik
R3-ben, amit R2-vel azonositunk a fenti elsé modell szerint. Ekkor ¥ pont-
jainak homogén koordinatai (x,y, z) alakuak, ahol z # 0. Pontosabban a
(x,y) € R? pontnak a projektiv sik (x,%,1) homogén koordinit4ji pontja
felel meg. Madsrészt a projektiv sik (z,y, z), z # 0, homogén koordindtaju

pontjanak, melynek (Z,% 1) is homogén koordinatdja, az affin sik (%, %)

pontja felel meg. Példaul R? barmely egyenesének egyenlete ax + by + CZ:ZO
az (z,y) koordindtédkkal. Az egyenes egyenlete a homogén koordinatakkal
a7 +b% +c =0, azaz a projektiv stkon ax +by+cz = 0. Az utébbi egyenlet-
ben mar akar z = 0 is megengedett, azaz altala a projektiv egyenes minden

pontjat megkapjuk.

A valés projektiv sik megadasa a gombfeliilet atellenes pontjainak
azonositasaval

Legyen S?2 = {P € R3 : PO = 1} az R3-beli, O origd kdzépponti
egységgdmb felszine. Tetszbleges L, az origén dthaladé egyenes S2-t két
atellenes pontjaban metszi. Tehédt a valés projektiv sik megkaphat6 az S?
gombfeliilet atellenes pontjainak azonositasaval.

A projektiv egyenesek a f6korok dtellenes pontjainak azonositdsdval adédnak,
hiszen barmely origét tartalmazé sik egy fékorben metszi S2-t.

Egy projektiv egyenest két pontjat a megfeleld fokor két atellenes pontparja
adja meg. A négy pont négy korivre osztja a fokort, és négyiik koziil a
szemkozti korivek azonositasaval adddik a két szakasz, amire a projektiv
egyenest osztja a két pontja.



A valés projektiv sik félgomb modellje

Rogzitsiink egy Q € S? pontot, mely helyvektora R3-ben ¢, és tekintsiik
az S%-nek a @Q kozéppontid félgombfeliiletét, azaz azon P € S? pontokat,
melyek p helyvektorara p- g > 0. A @) pontra gondolhatunk, mint az északi
sark, a félgdmbot hatarolé o fékorre, mint az egyenlito, és a félgombre, mint
az északi félgomb.

A projektiv sik pontjai egyrészt a a nyilt félgémbfeliilet pontjai, masrészt
a o egyenlité atellenes pontjainak azonositasaval adodé pontok.

Itt a végtelen tavoli egyenes szerepét az egyenlité atellenes pontjainak
azonositasaval adédé projektiv egyenes jatssza. A tobbi projektiv egyenest
ugy kapjuk, hogy tekintjiik egy tetszéleges, az egyenlit6tél kiillonbozé fokornek
az északi félgombbe eso félkorivét, és az egyenlitore es6 két végpontot azonositjuk.

Ez a modell dgy kaphaté az el6z6 modellbél, hogy egyszerlien elfeled-
keziink az S%-nek a nyilt déli félgémbbe esé pontjairdl.

A valés projektiv sik korlemez modellje

Tekintsiink egy tetszéleges K korlemezt R?-n, legyen OK a hatdra. A
projektiv sik pontjai egyrészt a a K belsejének pontjai, méasrészt a JK
korvonal atellenes pontjainak azonositdsdval adédé pontok.

Itt a végtelen tavoli egyenes szerepét a K atellenes pontjainak azonositasdval
addédo projektiv egyenes jatssza. A tobbi projektiv egyenest ugy kapjuk,
hogy 0K két atellenes pontjat Osszekotjik vagy az atmérdvel, vagy egy K
belsejét metsz6 korivvel, és a két atellenes végpontot azonositjuk.

Ez a modell igy kaphaté az el6z6 modellb6l, hogy az északi félgéombot
sztereografikusan vetitjiik a déli sarkbdl az északi sarkbeli érintésikra. Ebben
az esetben K sugara 2, és kozéppontja az északi sark.

P

=]

Figure 1:



2 Grafok lerajzolhatosagarol az affin és a projektiv
sikon

Emlékezteté Grafelméletben K, jeloli az n csticsu teljes grafot, azaz ha
barmely két cstcs Ossze van kotve. Tovabba K3 3 jeloli a “harom héz, hdrom
kut” grafot, azaz adott hat cstcs, 1, 2, 3, 4, 5, 6, és i < j pontosan akkor
van 0sszekotve, ha i < 3 és j > 4.

Definicié Egy grafot az R? affin sikon (illetve a PR? valds projektiv sikon)
lerajzolhaténak mondjuk, ha a grafot tudjuk gy reprezentalni, hogy a graf
csucsai sikbeli pontok, és a graf élei a megfelel6 pontparok kozotti, egymast
at nem metsz6 szakaszok.

Megjegyzés A Kuratowski tétel megadja, mikor lehet egy grafot R?-ben
lerajzolni. Példaul K-t és K3 3-t nem lehet.

Tétel Kg lerajzolhat6 a valds projektiv sikon, tehat K és K33 is.
Megjegyzés Ismert, K7-t mar a valds projektiv sikra sem lehet lerajzolni.
1. Bizonyitas Modell: A gombfelilet dtellenes pontjainak azonositdsa
Tekintsiink egy szabélyos ikozaédert, melynek csiicsai az S? goémbfeliileten
vannak. Ennek 12 csicsa 6 atellenes parba rendezhet6. Ha a valds pro-
jektiv sikot az S? 4tellenes pontjainak azonositdsiaval adjuk meg, akkor az
ikozaéder csiicsaibdl 6 pontot kapunk.

Az ikozaédernek 30 éle van, amelyek 15 atellenes parba rendezhetéek.
A gombkozéppontbol az éleket kivetitjliik a gémbfeliiletre. fgy az atellenes
pontok azonositas utan 15 egymaéast 4t nem metsz6 szakaszt kapunk a 6 cstics
kozott. Miutdn a 6 csicsu grafnak legfeljebb (S) = 15 éle lehet, az Gsszes
lehetséges élt behtuztuk, azaz a Kg egy lerajzolasat kaptuk.

2. Bizonyitas Korlemezmodell

Figure 2:



3 Dualitas

Definicié (Dualitds a vektormodellben) Tetszéleges a € R3\6 vektor
esetén a valds projektiv sik [a] pontjanak a a dudlisa a [a] projektiv egyenes,
és viszont. Mésszéval b,¢ € R3\o esetén, a valés projektiv sik [b] pontja
pontosan akkor van rajta a [¢] pont dudlisén, ha b-¢ = 0.

Megjegyzés Pont (vagy egyenes) dudlisanak dudlisa 6nmaga.

Lemma A valds projektiv sik tetszoleges A # B pontjai egyenesének a
dudlisa az A és B dudlisdnak metszete.

Bizonyitds Legyenek a, b € R3\6 vektorok az A illete a B pont reprezenténsai,
amelyek fiiggetlenek A # B miatt. gy az AB egyeneshez tartozé egyik
norméalvektor @ x b, azaz AB egyenes dudlisa a [a x b] projektiv pont.
Mésrészt @ x b merSleges mind az @, mind a b vektorra, tehat rajta van
mind az A, mind a B dudlisan. O

Dualitas elve Egy pontok és egyenesek illeszkedésérol szo6l6 allitas dudlisat
agy kapjuk, hogy a “pont” és “egyenes” szavakat felcseréjiik, tovabba pon-
tok altal meghatarozott egyenes helyett egyenesek metszéspontjat mondunk,
és viszont. A fenti lemma miatt ha egy &llitas teljesiil, akkor annak dualisa is.

DUALITAS NEHANY MODELLBEN

A gombfeliilet atellenes pontjainak azonositasa
Egy A projektiv pontot a gdombfeliilet egy atellenes pontparja reprezentdl.
Ezek kozéppontjai a gombfeliilet egy f6korének, mely az A dudlisat reprezentalja.

Kozo6nséges sik kib6vétése

Tekintsiik azt a modellt, melyben az (z,y) € R? pontnak a [(z,y,1)] pro-
jektiv sikbeli pont felel meg (azaz R*-t a ¥ = {(x,y,1) : =,y € R} sikkal
azonositjuk). fgy az R? origdjanak a dudlisa a végtelen tévoli egyenes (hiszen
[(0,0,1)] dudlisat az Se = {(z,9,0) : z,y € R} sik reprezentdlja). Ha
(mo,y0) # (0,0) egy A € R? koordinatai, akkor [(z,y,1)] projektiv pont
pontosan akkor van rajta [(xg, Yo, 1)] projektiv pont duélisén, ha

0= (z0,90,1) - (z,y,1) = zox + yoy + 1.

Mésszéval a B € R? pontosan akkor van rajta A dudlisan, ha @ -b = —1,
ahol a(zg, yo) és b(z,y) az R%-beli helyvektorok.



4 Papposz tétel, Desargues tétel
(Hajés konyv, 44.8, 451-453. oldal)

Tétel (Papposz tétel) Ha Ay, Ay, A3 egy egyenesen, és By, By, B3 egy
mésik egyenesen fekvé kiilonb6z6 pontok a valés projektiv sikon, és P;; jeloli
az A;B; és A;B; egyenesek metszéspontjat ¢ # j-re, akkor Pia, Py3 és Ps;
egy egyenesen vannak.

Tétel (Papposz tétel dudlisa) Ha a1,a9,as kiilonbozé egyenesek egy
ponton mennek at, és by, bo, bz kiillonbo6z6 egyenesek egy mésik ponton men-
nek at a valés projektiv sikon, és e;; jeloli az a; és b; egyenesek metszéspontjan,
és a; és b; egyenesek metszéspontjan athaladé egyenest ¢ # j-re, akkor eqg,
eo3 €s es1 egyenesek egy ponton mennek &t.

Tétel (Desargues tétel) Tegyiik fel, a valés projektiv sikbeli Ap, Ag, As
pontok, illetve By, B, By pontok nincsenek egy egyenesen, A; # B; i =
1,2,3-ra, és P;; jeloli az A;A; és B;B; egyenesek metszéspontjat i # j-re.
Ekkor Pio, Pa3 és P31 pontosan akkor vannak egy egyenesen, ha A1 By, A2 Bo,
A3Bj3 egyenesek egy ponton mennek at.

Megjegyzés Masszdval két haromszog pontosan akkor perspektiv egyenesre
nézve, ha pontra nézve perspektiv.



5 Projektiv transzformacidk (kollineacidk)

Emlékeztet6 Az affin stk R? egy ® transzforméciéja affinitds, ha egye-
nestartd, azaz barmely egyenest bijektiven és folytonosan képez le valamely
egyenesre. Mult félévben beldttuk, hogy taldlhaté egy 2x2-es N invertdlhatd
matrix és v € R?, hogy tetszéleges p € R? helyvektori P pontra ®(P)
helyvektora Np + .

Definicié ® a valés projektiv sik PR? egy projektiv transzformécidja, (masnéven
kollineécidja), ha egyenestartd, azaz barmely egyenest bijektiven és folytonosan
képez le valamely egyenesre.

Megjegyzés A definici6bdl kévetkezik, hogy projektiv transzforméciok kom-
poziciéja is projektiv transzformacio.

Projektiv transzformdciok alkalmazdsdrdl

Ha a valds projektiv sikot R? kibdvitésének tekintjiik, akkor projektiv transz-

forméciéval el lehet érni, hogy egy nem parhuzamos egyenespar parhuzamossa
véaljon (ha a metszéspont idedlis pontba keriil). Masrészt ha adott véges sok

egyenes az affin sikon, akkor projektiv transzforméciéval el lehet érni, hogy

barmely kett6 messe egymaést az affin sikon.

Példa Példdk projektiv transzformdcidkra

o Affinitds
Ha a valés projektiv sikot R? kibévitésének tekintjiik, akkor R? barmely
affinitasa indukal egy projektiv transzformaciot, mely egy kozonséges
e egyenes idedlis pontjat az e képének idedlis pontjaba viszi. Addédik,
hogy egy projektiv transzformécié pontosan akkor kiterjesztése egy
affinitasnak, ha az idealis egyenes 6nmagaba képzodik.

o Kizéppontos vetités térbeli sikok kézott
Ha X és ¥/ az O origdt nem tartalmazé sikok R3-ban, akkor az O-bél
vett kozéppontos vetitésnél tetszéleges O-t tartalmazé L egyenesre,
a Y-nak az L-hez tartozé pontjdnak képe a ¥'-nek az L-hez tartozd
pontjénak képe. Példiul, ha L a Y-t P-ben, és Y-t P’-ben metszi,
akkor P képe P’. Vagy ha L egy a Y-gyel padrhuzamos, de ¥/'-t metszi,
akkor Y-nak az L-hez tartozé idedlis pontjanak képe L N

Az R? egy a Y-t a Y-ba vive egybevigdsagit alkalmazva a fenti
kozéppontos vetités utan a X egy projektiv transzformaciéjat kapjuk.

o Linedris leképezések (mdatrizok) a vektormodellben
Legyen M egy tetszbleges 3 x 3-as invertalhaté métrix. Tetszlleges
a € R3\o vektorra, legyen a [a] projektiv pont képe az [Ma] pont.
Ez a hozzarendelés konnyen lathatéan egy bijektiv projektiv transz-
formacid.
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Tétel A valos projektiv sik tetsz6leges projektiv transzformécidjahoz (kollinedci6jéhoz)
taldlhaté egy 3 x 3-as invertdlhaté M matrix, hogy a vektormodellben [a]
pont képe [Ma] pont barmely a € R3\o esetén.

Megjegyzés Ebbol az is kovetkezik, hogy egy projektiv transzforméciénak
létezik inverze, ami szintén projektiv transzformacié.

Bizonyitds Legyen ® a projektiv transzformdcié, és azonositsuk az R3-beli
Y = {(x,9,1) : z,y € R} sikot R%-vel. Tovabba legyen Sy, az origét tar-
talmazo, 3-val parhuzamos (az idedlis egyenest reprezentdld) sik, és legyen
S’ az Ss képét reprezentils origbt tartalmazé sik. Valasszunk egy 3 x 3-as
invertdlhaté My métrixot, mely S’-t S.o-be viszi, és jeloljik ¥i-gyel az M
indukélta projektiv transzforméciét. fgy U, 0® az idealis egyenest bnmagéba
viszi, tehat R? egy affin leképezésének kiterjesztése. Ahogy korabban lattuk,
ez az affin lekézpezés egy (z,y) € R? pontot az N (z,y) + v € R? pontba
viszi, ahol

N = [ B Pra ] invertalhaté matrix, és v = [ m } )
Bo1 Ba2 V2

Miésszéval, tetszéleges a = (z,y,1) € R3 vektorra a ¥y o @ az [a] projektiv
pontot az [Msya| pontba viszi, ahol

P11 B2 m
My = | P21 P22 72 egy invertalhato 3 x 3-as matrix.
0 0 1

Legyen M = MflMg. Tetszbleges a € R3\6 esetén, ha ® az [a] pontot a [b]
pontba viszi, b € R3\0, akkor [M1b] = [Masa), azaz M1b = X - Maa valamely
A € R\0 szamra. Ebbél addédik, hogy

®la] = [b] = [\ - M; ' Msa) = [Ma). O
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Tétel A valos projektiv sikon, ha sem az A, As, As, A4 pontok, sem a
B, By, B3, By kozil nincs harom egy egyenesen, akkor egyértelmiien 1étezik
egy projektiv transzformdcié, mely A;-t B;-be viszi, i = 1,2, 3, 4.
Bizonyitds Legyen a vektormodellben A; = [a;] és B; = [b;], a;,b; € R3\o,
i=1,2,3,4. A feltételek miatt a ai,...,as, ésa by, ..., bs vektorok kozott is
barmely harom fiiggetlen, tehat egyértelmiien létezik a1, i, as, 81, B2, 83 €
R\0, melyekre

4y = 18y + agds + asas 6s by = Biby + Baba + Bsbs.
Legyen M a 3 x 3-as invertdalhaté matrix, melyre
Ma; = C% b; minden i = 1,2,3-ra,
tehat
May = ey Maq + aoMag + azMas = Bi1by + Babs + B3bs = by.

Masszoval P A; = B; teljesiil az M indukalta ® projektiv transzformacidra,
i=1,2,3,4.

A O egyértelmiiségének bizonyitdsdhoz legyen ¥ tetszbleges projektiv
transzformdcié, melyre WA; = B;, i = 1,2, 3,4, és legyen N a hozzéatartozo
3 x 3-as invertalhaté métrix. Igy Na; = A\ib;, ahol A; € R\0 és i =1,2,3,4.
Ebbdl kévetkezik, hogy

AaBibr + AafBoba + AafB3bs = by = Nay = N(aqar + s + azas)
= alN(_zl + Oég/\/(_lz + OégN(_Ig
= 041)\1(_)1 + OQ)\QI_)Q + 043)\363.

Miutén by, by, bs fiiggetlenek, ezért A\y3; = o \; minden i = 1,2, 3-ra. Masszéval
1 =1,2,3ra NZLZ' = /\J)z = Aéi?i Bz = MMa,;. Felhasznélva, hogy a1, as,as
az R3 egy bazisat alkotjak, adédik, hogy Na = A\gMa barmely a € R? vek-
torra, vagyis ® = 0. O
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6 Kettosviszony

Részben megtalalhaté a Hajdés konyv 45. fejezetében (453-462. oldal)

Alapétlet Az R? kézonséges sikon, az egy egyenesen fekvé kiilonbozé Ay, Ao, Az, Ay
pontok kettsviszonya
(A1A2A3A4) = ﬁ;ji : 23?
ahol a tavolsasok iranyitottan értendck. Tovabba, ha aq, as, as, a4 egyenesek
egy ponton mennek &dt, és az egyenesek irdnyitdsa utdn a; és a; irdnyitott
szoge o € (—m,m), akkor az ay,as,as, as egyenesek kettdsviszonya

sinos  sinagg

(a1a2a3a4) = — D= )
SN (v32  SIN (42

Maga a kettOsviszony absztrakt mdédon lesz definidlva, mert gy az alap-
tulajdonsagok konnyebben bizonyithatéak. A kettdsviszony jelentéségét az
magyarazza, hogy a projektiv transzformdcidk invaridnsan hagyjak.

Definicié A valés projektiv sik vektormodelljében tekintsiik az A = [a], B =
[b], C = [¢] és D = [d] kiilonboz6, de egy egyenesre esé pontokat, a,b, ¢, d €
R3\6. fgy a,b, ¢, d paronkét fiiggetlen de barmely harom Osszefiiggd, tehét
létezik A3, p3, Ag, pa € R\0O, melyekre

C=MA3a + pu3zb és d = M@+ b
Ekkor az A, B, C, D pontok kettdsviszonya ilyen sorrendben

H3 . Ha
ABCD) =—:"—.
( ) N
Tovabba ha az [a], [b], [¢] és [d] projektiv egyeneseket rendre a a, b, ¢ és d
jeloli, akkor ezek az egyenesek egy ponton mennek at, és kettOsviszonyuk
B3 M4
bed) = — : —.
(abcd) N
Megjegyzés 1. Itt ’/{—2 &%, mivel ¢ és d fiiggetlen, tehat s, i3, A4, pta # 0
miatt
(ABCD) #0,1 és (abed) #0,1.
Megjegyzés 2. Haa, b, ¢, c{ € ngé vektorokat lecseréljiik mas reprezentald
a' = aa, b = pb, @ = ~¢ és d = dd vektorokra, «, 3,7,6 € R\0, akkor

R T L A R
és az Uj egytitthatokra teljesiil, hogy

B3y pad
BB _ M M
(03 (6%

Tehat a kettdsviszony nem fiigg a reprezentalé vektorok megvalasztasatol.
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Tétel (Papposz-Steiner tétel) Ha a valds projektiv sikon az ai, as, as, a4
egyenesek egy P ponton mennek at, és a P-t nem tartalmazé e egyenes a;-t
A;-ban metszi, i = 1,2, 3, 4, akkor

(a1a2a3a4) = (A1A2A3A4).

Megjegyzés A tételbdl kovetkezik, ha egy maésik P-t nem tartalmazd f
egyenes a;-t B;-ben metszi, 1 = 1,2, 3,4, akkor (B1ByBsBy) = (A1 A2A3Ay),
azaz a kozéppontos vetités tartja a kettdsviszonyt.
Bizonyitds Tegyiik fel, hogy P = [p] és A; = [a;] a p,a; € R3\o, i = 1,2, 3,4,
vektorokra. Legyen As, ps, A4, g € R\0, melyekre

a3 = A3a1 + p3a2 €és aq = A\gQ1 + (402.
Ekkor az a; egyenest megegyezik a [p X a;] egyenessel, i = 1,2,3,4, és

pxas = Ag-pXap+pus-pXaz

pXay = )\4~]3><d1+,u4-ﬁ><d4,

tehat (a1a2a3a4) = % : % = (A1A2A3A4). O

Figure 3:
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Tétel Projektiv leképezések tartjdk az egy egyenesen fekvé pontok, illetve
az egy ponton atmené egyenesek kettdsviszonyat.
Bizonyitds Legyen ® egy projektiv leképezés, melyet a 3 x 3-as M matrix
reprezentdl a vektormodellben.

Legyen Ay, Ay, A3, Ay egy egyenesen fekvd pontok, A; = [a;] és A, =
®A; = [a}], ahol a;,a, € R3\o0, i = 1,2,3,4. Ha

az = \3a1 + pu3dz és ag = \4ay1 + p4ds,
)‘3a H3, >\47 Ha € R\Ov akkor
Ag = PA3 = [Mag] = [>\3MC_11 + M3Md2] = [)\3@/1 + ,U36_L,2]
ﬁl = ®A, = [Ma4] = [)\4M(_11 + /L4M(_12] = [)\4&’1 + ,u4&'2],

tehat (AllAlegAﬁl) = g\% : % = (A1A2A3A4>.

Ha ai,a9,as3,a4 a P ponton dtmend egyenesek, valasszunk e egyenest,
mely elkeriili a P pontot, és legyen B; = a;Ne, i = 1,2,3,4. Ha B, = ®B, és
a; = ®a;, akkor B] € a}, i =1,2,3,4, és al, ah, a4, ) atmegy a ®P ponton.
Az el6z6 eset, és a Papposz-Steiner tétel miatt

(a)ahasal) = (BYBYBYB)) = (B1ByB3By) = (ajazazay). O
Lemma Ha A;, A, A, A4 egy egyenesen fekv6 pontok, akkor
o (AjAsA4A3) = (A1 A2 A3Ay) 7T,
o (AsA1A3A) = (A1A3A3A,)7 Y,
o (AgA2A3A1) =1— (A1A3A3A,).

Megjegyzés A fentiekbdl az Ay, Az, Az, A4 tetszdleges permutdcidja esetén
kifejezheté az 1j kettOsviszony (A; Az A3Ay) segitségével.
Bizonyitds Tegyiik fel, A; = [a;], ahol a; € R3\o, i = 1,2,3,4, és

az = \3a1 + p3az €s ag = \4a1 + p4ds,
A3, 113, Ag, ptg € R\O. Az els6 két tulajdonsig automatikusan adddik a definiciébol.
A harmadik tulajdonsaghoz vegyiik észre, hogy

— 1 —
a; = H(m—i—)\iy’fag

. 1 - A Aapiz A
as = >\3<xa4+%44@2>+M3a2=ﬁa4+4“+f’“a2.

Ebbél adédik, hogy

raparials s Aapig
(A4A2A3A1) = )\;t : 14 =1- \ =1- (A1A2A3A4). g
W v 34
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Lemma (Teljes négyoldal tétele) Tekintsiink a valds projektiv sikon
A, B,C, D pontokat, melyek koziil semmelyik harom nem esik egy egye-
nesre. Jelolje E az AB és C'D egyenesek metszéspontjat, és F az AD és BC
egyenesek metszéspontjat, tovabba P és Q az E'F egyenes metszéspontjat
az AC és BD egyenesekkel. Ekkor (EFPQ) = —1.

Bizonyitdas Legyen G az AC és BD egyenesek metszéspontja. G-bél vetive
az E,F, P,(Q) pontokat az AB egyenesre adédnak az F1 = F, Fi, P = A
és Q1 = B pontok. Most F-bél vetive az Fi, Iy, P, Q1 pontokat a CD
egyenesre adodnak az Fo = E, Fy, P, = D és Qo = C' pontok. Végil G-
bol vetive az Fo, Fb, Py, Q2 pontokat az EF egyenesre adodnak az E3 = F,
F3=F, Ps=(Q és Q3 = P pontok. Tehat

(EFPQ) = (E\F1P1Q1) = (E2Fy P2Q2) = (EsF3P3Qs) = (EFQP) = (EFPQ) ™,
azaz (EFPQ)? = 1. Mivel (EFPQ) # 1, ezért (EFPQ) = —1. O

Definicié Ha (ABCD) = —1 az egy egyenesen fekvé A, B,C, D pontokra,
akkor A, B,C, D-t harmonikus pontnégyesnek hivjuk. Ilyenkor az is tel-
jesiil, hogy (BACD) = (ABDC) = —1, azaz B,A,C,D és A,B,D,C is
harmonikus pontnégyes.

P=Q3 F 0=P3 E

Figure 4:
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Lemma Az R? kozonséges sikon, az egy egyenesen fekvé kiilonbozé A, B, C, D
pontok kettésviszonya

AC AD

tovabbd ha D az idedlis pont, akkor (ABCD) = —2%.
Megjegyzés Itt a tavolsdgok irdnyitottak. Példdul, haa,b,¢,daz A, B,C, D
helyvektora R3-ben, és ¢—a = t(b—a) és b—¢ = s(b—a) valamely t,s € R\0

. AC _t
szamokra, akkor &5 = <.

Bizonyitds Létezik s, pq € R\{0,1}, melyre ¢ —a = pz(b—a) és d —a =

p1a(b — @), tehét

¢ = (1—p3)a+usb=Asa+pusb, A3=1—p;3

d = (1 —/L4)5L+M4B = A4@+M4B7 A =1—py.
Masrészt
b—c = (—a)—(c—a)=(1— pus)(b—a) = Na(b— )
b—d = (b—a)—(d—a) = (1—pa)(b—a) = (b—a).

5 — k3. _ AC . AD
Ha D az idealis pont, akkor barmely reprezenténs R3-beli vektor parhuzamos
az pontokat tartalmazé AB egyenessel, azaz d = b — a véalaszthatd, vagyis

)\4:1és,u4:—1. O
Példa Ha A # B RZ%beli pontok, és D az AB egyenes idedlis pontja,

akkor (ABCD) = —1 pontosan akkor teljesiil, ha C felezépontja az [A, B|
szakasznak.
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Lemma Ha az R? kozonséges sikon az aq, as, a3, as egyenesek egy P pon-
ton mennek at, és adott A; € a;, A; # P, i = 1,2,3,4, pontokra a PA;
félegyenest a PA; be «y; € (—m, ) szogii elforgatds viszi at, akkor

sinos  sinagg

(a1aza3a4) = — - .
SN (v32  SIN (42

Bizonyitds Azonositsuk R?-t a ¥ C R3\o sfkkal. Legyen v; a P-bSl A;-ba
mutatd egységvektor, ¢ = 1,2,3,4, és legyen u a X egységnormalvektora,
Ugy iranyitva, hogy tetszéleges i, 7 = 1,2, 3,4 esetén

v X U5 = SinOéZ'j - U.

Mivel vy, ...,74 paronként fliggetlenek, ezért megfeleld A3, us, Ag, g € R\O
egyutthatékra

U3 = A3U1 + 32 és Uy = M\U1 + pq0s.

A U1 X U1 = Uy X U9 = 0 Osszefiiggés alapjan

sinaiz-u = U1 X U3 =01 X ()\3@1 + Mgﬁg) = [3 - V1 X Uy
Sinage -u = U3 X Vg = ()\31_)1 + Mg@z) X U9 = Ag - U1 X Uo.
, Py n £ 7s sinais -~ _ = —~ __sinaze 5
A két egyenlOséget Osszevetve adddik, hogy U= U1 X Ug = R -4,
sinaiz _ 43 . : sinaig _ p4 "oz
azaz ot = 52 Hasonléan kapjuk a o = N egyenlGséget.

Mésrészt, ha p jeloli a P € ¥ pont helyvektorat R3-ben, akkor az a;
egyenest >-bol kimetszd O-t tartalmazd sik egy normélisa pxv;, 1 = 1,2, 3, 4.
Tovabba

PXUs = A3-PXUp+ 3 -p X2
PXUy = AP XU+ g P XUz,
tehat az a1, a2, as, aq egyenesek kettOsviszonyanak definicidja szerint

M3 p4  Sinaiz  sinagg

(a1a2a3a4)— : = — P — .
)\3 )\4 SN vz  SIN (42
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7 Kipszeletek az affin sikban
(Hajoés konyv, 41, 377-407. oldal)

Definicié (Ellipszis) Ha adottak Fy és Fy pontok R2-n, és a > %Fng,
akkor a PF| + PF, = 2a feltételt kielégité P € R? pontok halmaza az Fy és
Fy fékuszi, a félnagytengelyti ellipszis.

Megjegyzés Ha F1F5, = 2c¢c > 0, akkor b = +va? — c? a félkistengely.
Tovabbé, ha Fy Fy = 0 (azaz a = b), akkor az ellipszis egy a sugard korvonal.
Az F; kézéppont, 2a sugaru korvonalak az ellipszis vezérkorei ¢ = 1, 2-re.

Lemma Ha Fi(a + ¢,3) és Fy(a — ¢, 3) az ellipszis fokuszai R2%-n, és a
félnagytengely a > ¢ > 0, akkor az ellipszis egyenlete
-0, =P _
a? 2
Tétel Az R?n egy F) és Fy fokuszu ellipszis P pontjabeli érintGegyenes
a PIy és PF, félegyenesek kiils¢ szogfelezdje. Tovabba Fy tiikkorképe az
érintore az Fb kozéppontu vezérkorre esik.

1, ahol b = Va2 — ¢? a félkistengely.

Megjegyzés Tekintsiik az Fy és F» fékuszt, 2a vezérkorsugari ellipszist R2-
n. Egy P pont az ellipszis bels6 pontja, ha PF; + PF, < 2a, és kiils6 pontja,
ha PFy+ PF5 > 2a. Egy érint6é minden, az érintési ponttdl kiilonb6zé pont-
ja kiils6 pont.

Definicié (Parabola) Adott R2-beli L egyenesre és F ¢ L pontra, az F
fékiiszi és L vezéregyenesii parabola azon P € R? pontok halmaza, melyek
tavolsdga F-t0l és L-t6l megegyezik.

Lemma Ha egy R%-beli parabola fékusza F(a, 3 + p), és vezéregyenesének
egyenlete y = 8 — p valamely p > O-ra, akkor a parabola egyenlete

Ap(y — B) = (x — a)*.

Tétel Legyen P az R%-beli F fékiiszt és L vezéregyenesii parabola egy pont-
ja, és legyen T  a P merodleges vetiilete L-re. Ekkor a parabola P-beli érint6je
felezi PF és PT félegyensek szogét, és I tiikorképe az érintore vonatkozdan
T.

Megjegyzés Tekintsiik az R2-beli F fékiszi és L vezéregyenesti parabolat.
Egy P pont a parabola belsé pontja, ha P koézelebb van F-hez, mint L-hez,
és kils6 pontja, ha P tavolabb van F-t6]l, mint L-t6l. Egy érinté minden,
az érintési ponttdl kiilonbozo pontja kiilsé pont.
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Definicié (Hiperbola) Ha adottak F és F pontok R?*n, és0 < a < & F1 %,
akkor az |PF) — PF5| = 2a feltételt kielégité P pontok halmaza egy hiper-
bola, mely fékuszai Fy és Fb.

Megjegyzés Az F; kozépponti, 2a sugaru korvonalak a hiperbola vezérkorei
1 =1, 2-re.

Lemma Ha Fi(a + ¢, 3) és Fy(a — ¢, 3) egy hiperbola fékuszai R2-n, és a
vezérkorsugar 2a, akkor a hiperbola egyenlete

=) W=BF | elp—vE—E

a? b2

Megjegyzés A hiperbola asszimptotdl az y — 8 = ig (r — a) egyenlettel
megadott egyenesek.

Tétel Egy I} és I, fékuszu hiperbola P pontjabeli érintéegyenes a PF) és
PF, félegyenesek bels6 szogfelezbje R2-n. Tovabbé F) tiikorképe az érintére
az Fy kozéppontu vezérkorre esik.

Megjegyzés Tekintsiik az Fy és Fy fokuszi, 2a vezérkorsugaru hiperbolat
R2n. Egy P pont az hiperbola bels§ pontja, ha |PF; — PFy| > 2a, és
kiils6 pontja, ha |PF; — PF5| < 2a. Egy érint6 minden, az érintési ponttdl
kiilonboz6 pontja kiils6 pont.

Megjegyzés A hiperbola aszimptotdit az 6 idedlis pontjukban vett érintéknek
tekinthetjiik, masszoval a két hiperbolaiv a két aszimptota idedlis pontjaiban
talalkozik a “végtelenben”.

Tétel Tekintsiik az 22 = 22+1? egyenletii korkiipot R3-ban. Ekkor tetsz6leges
az origdt nem tartalmazéd ¥ stk vagy ellipszisben, vagy parabolaban, vagy
hiperbolaban metszi a korkupot.

Megjegyzés Ezért hivjak ezeket a gorbéket kupszeleteknek. Ha a ¥ nem
parhuzamos egy alkotéval sem, és csak az egyik kopenyt metszi, akkor
a stkmetszet ellipszis. Ha a ¥ parhuzamos a korkip egy a alkotéjaval,
akkor a sikmetszet parabola. »-nak az a alkotéhoz tartozo idedlis pontjat
tekinthetjiik a parabola idedlis pontjanak, ahol a két parabolaag talalkozik
a “végtelenben”. Végiil, ha ¥ mindkét kopenyt metszi akkor a stkmetszet
hiperbola. Ekkor a 3-val parhuzamos, origén athaladé sik két alkotéban
metszi a korkipot. Ha b és c ez a két alkotd, akkor ezek parhuzamosak a
hiperbola aszimptotdival, és a 3-nak a b-hez és c-hez tartozé idealis pontjai
az aszimptotaknak, és igy a hiperbolanak is idealis pontjai.
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Lemma Tetszbleges R?-beli kiipszelet eléall az egységkdrvonal projektiv
képeként.

Bizonyitds Tekintsiik a o = {(x,y,1) : z,y € R} sikot R3-ban, melyet R>-
vel azonositunk, és a 2?2 = 22 + y? egyenletii kérkiipot R3-ban. Ekkor ¥ az
22 +y? =1 egyenletli K egységkorvonalban metszi a korkipot. Tetszéleges
Yo-beli T' kipszelethez taldlhaté olyan ¥ C R3\o sik, mely a korkipot a
I'-val egybevagd kupszeletben metszi. Miutan ez a kupszelet a K képe a
Y-ra vett kozéppontos vetitésnél, ezért I' a K projektiv képe. O

Megjegyzés Tetszbleges adott R2-beli kiipszelet esetén, ha egy P € R?
bels6 pont, akkor minden rajta athaladé egyenes két pontban metszi a
kiipszeletet. Tovabba ha a P € R? kiilsé pont, akkor rajta keresztiil pon-
tosan két érinté huizhatd, és talalhaté P-n athaladd, a kupszeletet elkeriilo
egyenes. Ezek a tuladonsigok abbdl kovetkeznek, hogy a kipszelet el6all
az egységkorvonal projektiv képeként, és persze a korvonal esetén a tu-
ladonsagok egyszertien beldthatoak.

8 Kupszeletek egy ko6zos szarmaztatasa

Tétel Adott L egyenesre, F' ¢ L pontra, és € > 0 szamra, tekintsiik azon
pontok halmaza, melyek F-t0l és L-t0l val6 tavolsaganak hanyadosa . Ez
a ponthalmaz ellipszis, ha € < 1, parabola, ha € = 1, és hiperbola, ha e > 1,
melyeknek F' egy fokusza, és € az in. excentritésa.

Bizonyitas Ha € = 1, akkor a ponthalmaz parabola, tehat feltehetjiik, hogy
e # 1. Vegyiik fel ugy az (x,y) koordindtarendszert tgy, hogy F = (0,0),
és L egyenlet ©+ = —d valamely d > 0-ra, azaz a ponthalmaz egyenlete

Va2 +y? = elz + d|. Négyzetreemlés a
(1—eHa? —2e%dx +y° = 2d?
egyenlethez vezet, azaz teljes négyzetre kiegészitve kapjuk, hogy

e2d

2 4,72 2 12
(162)(.’E1_52> +y2=52d2+6d e“d

1—e2 1-—g2

Tehéat a ponthalmaz egyenlete

2
_ €%
(o - £4 2

2E](1 272 | 2Ej(1— )

=1.

Ha 0 < € < 1, akkor 1 — &2 > 0, és igy a ponthalmaz ellipszis. Ha e > 1,

akkor 1 —¢2? < 0, igy az 32 egyiitthatéja negativ, vagyis a ponthalmaz hiper-
; 4 4 ed 4 ed =

bola. Mindkét esetben a féltengelyek hossza ez €8 T Konnyen

ellendrizhetd, hogy F' val6ban fokusz. O
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9 Masodrendu gorbék az affin sikban

Definicié Ha o, 3,7 € R valamelyike nem nulla, akkor azon (z,y) € R?
pontok halmazat, amelyek kielégitik a

ar? + By +yry+dr+ey+w=0

egyenletet, d,e,w € R, masodrendli gorbének hivjuk.

Tétel (Fétengelytétel két viltozéban - ldsd el626 félév) Egy i, j ortonormdlt
bézisban tekintsiik az ax?+ By?+vyxy kifejezést az (x,y) pont fiiggvényeként,
ahol a, 3, valamelyike nem nulla. Ekkor létezik olyan i, ;" ortonormaélt
bézis, melyben xi + yj = /i’ +y'j" esetén

az? + By +~ = a2 + f'y?, ahol o/ #0.
Megjegyzés Ha i-t a i’-be © szogil elforgatds viszi, akkor
x = cos Oz’ — sin Oy, és y = sin Oz’ + cos Oy’ .

Kovetkezmény Tetszoleges masodrendi gérbe vagy egy kupszelet, ilyenkor
nem elfajulénak hivjuk, vagy pedig un. elfajulé. Ez utébbiak az egyenespar,
egyetlen egyenes, egyetlen pont, vagy az tireshalmaz (ha nincs megoldas).
Bizonyitds Legyen az eredeti i, j bazisban a pontrendszer egyenlete

oz’ 4 By* 4+ yry + dx + ey + w = 0,

és legyen a Fétengely Tétel szerinti bazis 7/, j'. Mivel a helyettesités linaris
fliggvény, az 14j egyenlet

a/$/2+ﬁ/y/2+5/:ﬁ,+€/y,+w,:0,

ahol o/ > 0 (a (-1)-gyel val6 esetleges atszorzas utén). Az o'z + 82’ teljes
négyzetre vald kiegészitésével adddik, hogy megfelel6 ¢ értékre az egyenlet

o/(x’—i—go)z+6’y'2+€'y’+w”:O.

Innentdl kiillonbozé eseteket kiilonboztetiink meg. Tegyiik fel, 5/ = 0.
Ha ¢’ = 0, akkor az iireshalmazt kapjuk w” > 0 esetén, az ' = —¢ egyenest
kapjuk w” = 0 esetén, és két egyenest kapunk az w” < 0 esetén. Ha 3 = 0
mellett £’ # 0, akkor a o/ (2’ + ¢)? = —"y"" — " parabolaegyenlet adédik.

Tegyiik fel most 37 # 0. A B'y"?+¢'y teljes négyzetre vald kiegészitésével
adédik, hogy megfelel6 v értékre az egyenlet

o @+ +8 Y +y)? =0,

Ha ' > 0, akkor ellipszist kapunk @ > 0 esetén, az origdt kapjuk & = 0
esetén, és az tireshalmazt kapjuk © < 0 esetén. Ha 3’ > 0, akkor hiperbolét
kapunk @ # 0 esetén, és egy egyenespart kapunk @w = 0 esetén. O
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Példa Tekintsiik az xy = 1 egyenletii masodrendl gérbét. Ha az 1j ko-
ordinatarendszerben az z' tengely az y = x egyenletii egyenes (azaz © = J),

akkor az 1j egyenlet
x/2 y/2
2

=1,

tehat a gorbe hiberbola.

Figure 5:
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10 Masodrendi gorbék a projektiv sikban

Definicié A valds projektiv sik vektormodelljét hasznaljuk. Ha az egytitthatok
valamelyike nem nulla, akkor az

az? + By* + 22 + dxy + exz +wyz =0

egyenletet kielégits (z,y, z) homogén koordindtaji pontok halmazit masodrendii
gbérbének hivjuk a projektiv sikon.
Az egyenlethez rendelt matrix:

a §/2 /2
M=1|4§62 [ w/2
ef2 w/2 ~

A gorbét nem elfajulénak hivjuk, ha det M # 0.

Megjegyzés 1. Tegyiik fel, R3 eredeti 7, j, k ortonormalt bézisat lecseréljiik
egy i’ = Ni, j/ = Nj és k' = Nk 1j ortonormalt bézisra. Itt A/ tn. or-
thogonalis matrix, azaz NTN = I, ahol N1 transzponanlt, és 7 az identités
matrix, igy (det N)?2 = 1. Ha M’ az 4j bézisbeli egyenlet métrixa, akkor
M = NTMN, tehdt

det M' = det N - det M - det N = det M.

fgy ha a gorbe nem elfajulé az egyik bazisban, akkor nem elfajulé marad
tetszéleges més bazisban is.

Megjegyzés 2. (R2-beli és homogén egyenletek) Azonsitsuk R2-t az
R3-beli ¥ = {(z,y,1) : 2,y € R} sikkal, és tekintsiik az R?-beli

ar? + By + v+ dxy+ex+wy =0

egyenletli mésodrendl gorbét. Miutédn z # 0 esetén a [(z,y, z)] projektiv
sikbeli pont megegyezik a [(£,%,1)] ponttal, ez pontosan akkor van rajta a
gbrbén, ha

a($)*+B(2)* +7 +3(2)(F) +e(3) +w(?) =0,

z

azaz
az? + By? + 22 + dxy + exz + wyz = 0.

Ez utobbi a mésodrendii gérbe homogén egyenlete, mely pontosan akkor
nem elfajuld, ha az eredeti R?-beli gérbe sem elfajuld.

24



Tétel Barmely kuapszelet projektiv képe ugyancsak kupszelet.

Bizonyitds A kipszelet homogén egyenlete nem elfajulé masodrendii egyen-
let. Egy projekti transzforméciét a homogén koordinatak linearis fliggvényeivel
adjuk meg, igy az Gj gorbe egyenlete is masodrendii. Nem elfajulé masodrendi
gbrbékrol viszont az el6z6 fejezetben lattuk, hogy kupszeletek. O

Tétel (Fétengelytétel hdarom vdltozéban) Egy 4,7,k ortonormélt bazisban
tekintsiik az ax? + By? + 722 + dzy + exz + wyz kifejezést az (z,y, 2) pont
fuggvényeként, ahol az egyilitthaték valamelyike nem nulla. Ekkor létezik
olyan i, 5, k' ortonormélt bazis, melyben zi + yj + zk = /i’ +y'j + 2’k
esetén

ax’® 4 By* + v22 + Sxy + exz + wyz = 2 4 By + 422
Megjegyzés Az eredeti gorbe pontosan akkor nem elfajulé, ha o', 3, v
egyike sem nulla.

Bizonyitas A két vatozos fotengely tétel miatt talalhatd olyan ©1 szog az
ax? + By? + dzy fiiggvényhez, hogy ha a i,j bazist ©-gyel elforgatjuk, az
1ij béazisban eltiinik a vegyes szorzat. Tehat ha az i1, j; vektorokat 4, j-nek k
koriili © szoggel elforgatjuk, és k; = k, akkor az 1j bazisbeli koordinatékra
z1=2,x=c0801 21 —sin®q -y1, és y =sinO1 - r1 + cos O1 - y1, és az 0j
fliggvény

177 + B1ys + 1123 + e17121 + wayr 21

alaki. KovetkezOnek a i1, k; vektorokat forgatjuk el j; koriil megfeleld ©q
szoggel, hogy eltiintessiik az 121 tagot, igy az j s, jo, ko ortonormalt
béazisban koordinatakra yo = y1, 1 = cosOy - 9 — SIn Oy - 29, és 21 =
sin O3 - 9 4 cos O - Yo, és az 1j fiiggvény

Q213 + Poys + Y225 + wayazo

alakd. Végiil a keresett bazist a jo, ko vektorok io koriil megfelels ©5 szogi
elforgatdasaval adodik. O
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Tétel Barmely kipszelet az R2-beli egységkorvonal projektiv képe.
Megjegyzés Masszoval barmely két kipszelet gymas projektiv.
Bizonyitds Azonsitsuk R?-t az R3-beli ¥ = {(z,y,1) : =,y € R} sikkal, és
tekintsiik benne a I' kiapszeletet, amely egy nem elfajulé masodrendl gorbe
a projektiv stkon. A harom vatozos fétengely tétel miatt taldlhaté olyan
', 5, k' ortonormélt bézis, melyben a I' homgén egyenlete

a/a:/Q 4 ﬁ/le +’Y/Z/2 — 07

ahol o/, ', egyike sem nulla. Ha o/, 3,7 egyiitthatéknak mind ugyan az
elojele, akkor a baloldal vagy mindig pozitiv, vagy mindig negativ tetszéleges
(2,9, 2") € R3\(0,0,0) esetén, igy a kiipszeletnek nem volna pontja. Tehat
az o, 3,7 egyiitthaték kézil kett azonos elbjelii. A koordindtatengelyek
cseréjével elérhetd, hogy o, 3 > 0 és ' < 0, tehdt |y/|-nel vald osztds utén
az egyenlet

3312 y/2 9

2 e =0
alakba frhaté, a,b > 0. Maésszéval a X/ = {2V’ + /5’ + k' : o',y € R?}
sikban a I' egyenlete

x/2 y/2
Tehat el6szor alkalmazunk egy a YX-beli egységkorvonalat a Y-beli z—;—kz—j =1
egyenletii Iy ellipszisbe vivé affinitdst, masodszor alkalmazunk az R3 egy

’ 12

egybevagdsagat, mely X-beli I'y ellipszist a Y'-beli I'-nak megfelel ”;—;—F%—g =
1 egyenletii ellipszisbe viszi, végiil pedig alkalmazzuk a X'-t X-ba képezd
kozéppontos vetitést. Igy kompozicié egy az egységkorvonalat I'-ba vivé

projektiv transzformacié. O
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11 Polaritas

11.1 Polaritas az egységkorvonalra

Definicié Legyen @ az R? origéja, és legyen K a @ kozépponti egységsugart
korvonal. Egy tetszoleges valds projektivsikbeli A kiils6 pont polédrisa a K-ra
vonatkozdan az az a egyenes, mely az A-bdl a K-hoz hizott két érinté F, és
FE5 érintési pontjan megy at. Ha A € K, akkor A poldrisa K-ra vonatkozdan
az A-beli érintéegyenes.

Vegyiik észre, hogy ha A idedlis pont, példdul a g egyenes idedlis pontja,
akkor Ey és FEs-beli érinték parhuzamosak g-vel, és a a @Q-n athaladd, g-
re meréleges egyenes. Ha pedig A € R? a kiilsé pont, és az A, Ey és Es
helyvektorai R2-ben @, é;, €, akkor @ -¢& = 1, i = 1,2, hiszen a — &
meréleges é;-re, vagyis 0 = (a—¢;) € =a-€;—¢€;-é = a-e; — 1. Tehdt az A
poléarisa ebben az esetben az a - p = 1 egyenletii egyenes, ahol p az egyenes
tetszéleges R2-beli pontjidnak helyvektora. Hasonléan a poldris egyenlete
a-p =1 akkor is, ha A € K. Vegyiik észre, hogy A akdr idedlis, akar R2-beli
kiils6 pont, akdr A € K, az A polarisa meréleges az A(Q) egyenesre.

Végiil, ha A a K bels§ pontja, akkor A poléarisa K-ra vonatkozdéan az
Osszes kiils6 P pont halmaza, melyek polarisa atmely A-n. Abban az eset-
ben, ha A = @, akkor a poldris az idedlis egyenes. Abban az esetben, ha
A # @Q belsé pont, akkor a polaris tetszéleges R%-beli pontjanak p helyvek-
tordra a - p = 1, tehdt ez a poldris egyenlete. Miutan ez az a egyenes
merdleges az AQ) egyenesre, az a idedlis pontjdnak poldrisa is 4t megy A-n,
azaz A polarisa az a egyenes a valds projektiv sikon.

Megforditva, a valds projektiv sik tetszOleges a egyenes poléarisa K-ra
vonatkozéan az az A pont, melynek poldrisa a.

a

>

Figure 6:

Megjegyzés Az egységkorvonalra vonatkozoé polaritdst gy definidltuk, hogy
ha az A pont illeszkedik a b egyenesre a valds projektiv sikon, akkor az A
polarisa tartalmazza a b polarisat. Ebbél kovetkezik, hogy ha A # B pontok
a valds projektiv sikon, akkor AB egyenes polarisa az A és B polarisanak
metszete.
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11.2 Polaritas egy kupszeletre vonatkozoan

Definicié Adott a valds projektiv sikon egy I' kupszelet. Ekkor létezik
olyan ® projektiv transzorméci6, mely I'-t a K az R2-beli egységsugart
korvonalba viszi. Ha A egy valds projektiv sikbeli pont, akkor A polarisa
I'-ra vonatkozdan az az a egyenes, melyre a ® A polarisa K-ra vonatkozdan a
®a egyenes. Megforditva, a valds projektiv sik tetszdleges a egyenes polarisa
I'-ra vonatkozéan az az A pont, melynek poldrisa a.

A K-ra vonatkozé polaritds fenti tulajdonsidgaibdl kovetkeznek a I'-
ra vonatkozd polaritas alabbi tulajdonsagai, melyek azt is mutatjak, hogy
a definicié nem fiigg attdl, melyik a I'-t a K-ba vivé ® projektiv tran-
szorméaciét valasztjuk.

Megjegyzés 1. Ha A a I'-hoz képest kiils6é pont, akkor A polarisa a
I'-ra vonatkozdéan az az egyenes, mely az A-bdl a I-hoz hiuzott két érint6
érintési pontjan megy at. Ha A € I', akkor A poldrisa I'-ra vonatkozdan az
A-beli érint6é. Végiil, ha A a I'-hoz képest bels6é pont, akkor A polarisa I'-ra
vonatkozdan az az egyenes, mely az Osszes kiilsé pontbdl all, melyek polarisa
atmely A-n.

Megjegyzés 2. Ha az A pont illeszkedik a b egyenesre a valés projektiv
sikon, akkor az A polarisa a I'-ra vonatkozdan tartalmazza a b poldrisét.
Tovabba, ha A # B pontok a valds projektiv sikon, akkor AB egyenes
polérisa a I'-ra vonatkozéan az A és B polarisanak metszete.

Tétel Ha I egy a valés projektiv sikbeli kipszeletet egy szeléje A, B € T,
A # B pontokban metsz, és az AB szel6 egy A, B-t0l kiillonb6z0, a projektiv
sikon fekvé C pontjanak a I'-ra vonatkozé polarisa D-ben metszi a szel6t,
akkor (ABCD) = —1.

Bizonyitds Legyen P az A és B-beli érint6k metszéspontja. Mivel P kiilsé
pont, valaszthatunk egy e, egyenest P-n keresztiil, mely elkeriili I'-t. Agyazzuk
be R%-t a valés projektiv sikba 1igy, hogy e a végtelen tavoli egyenes, tehat
az A és a B-beli érint6k parhuzamosak. Tovabba I'-nak nincs végtelen téavoli
pontja, ezért I' ellipszis. Legyen ® egy olyan affin transzformaéci6, mely T'-
t az R%-nek a Q kozépponti K egységkorvonaldba viszi, ahol Q az R2-beli
origd. Jeloljiik egy pont ® &ltali képét '-vel, és A’, B', C’, D' R?-beli helyvek-
torat @', b, &, d-vel. Miutan az A’ és a B’-beli érint6k parhuzamosak, felve-
hetjiik tigy a koordindtarendszert R?-ben, hogy A4’(1,0), B'(—1,0), C'(t,0),
D'(1/t,0) megfelel6 ¢ € R\{0, 1}-re. Tehat

_ 13 _ _
(ABCD) = (A'B'C'D’) = tj(jl) : %iH) = =1 o

Megjegyzés TetszOleges kipszeletre vett polaritds megvalésitja a dualitas
elvét azzal a plussz tulajdonsiggal, hogy a kupszelet érintéjének dudlisa az
érintési pont.
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12 Brianchon tétel és Pascal tétel

(Hajés konyv, 48.3-4, 501-511. oldal)

Tétel (Brianchon tétel) Legyenek az 1,2, 3,4, 5, 6 egyenesek egy kipszelet
érintdi, és legyen Q;; az i és j egyenes metszéspontja i # j-re. Ekkor a
Q12Q 45, Q23Qs56 és Q31Q61 egyenesek egy ponton mennek &t.

Megjegyzés Ha csak 6t érintéegyenes 1,2,3,4,5 adott, akkor a tétel igaz
marad, ha a Psg pont az 5 egyenes érintési pontja.

Tétel (Pascal tétel) Legyenek az 1,2,3,4,5,6 egy kipszelet pontjai,
és legyen e;; az i és j pontok egyenese i # j-re. Ekkor az ez és eys
metszéspontja, az es3 €s esg metszéspontja, és az ezq s egr metszéspontja
egy egyenesre illeszkedik.

Megjegyzés Ha csak 6t 1,2, 3,4,5 pont adott, akkor a tétel igaz marad, ha
az esg egyenes az 5-beli érinto.

Megjegyzés A Brianchon tétel és Pascal tétel egymads polérisai a megfeleld
kupszeletre, igy példaul elég egyiket bizonyitani.

Megjegyzés A Papposz tétel a Pascal tétel “hatarértékének” is tekintheto.
Egy projektiv transzformécié utdn feltehetjiik, hogy Ai, As, Az az R2-beli
els6 koordinatatengelyen, és By, Bo, B3 a masodik koordinatatengelyen fek-
szik. Kis € > 0-ra legyenek 1,5,3 az xy = ¢ hiperbola azon pontjai, melyek
els6 koordindtai megegyeznek az Aq, As, Az els6 koordindtaival, és 4,2, 6 az
xy = ¢ hiperbola azon pontjai, melyek mésodik koordinatdi megegyeznek a
B, By, B3 masodik koordindtaival. fgy ha ¢ tart a 0-hoz, akkor ejs és eys
metszéspontja A By és As By egyenesek metszéspontjahoz tart, mig ess és esg
metszéspontja A B3 és A3 Bs metszéspontjahoz, és egy és eg1 metszéspontja
AqBs és A3B1 metszéspontjihoz.

Al A2 A3

Figure 7:
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13 Projektiv tér és Masodrendii feliiletek

Definicié (Valés projektiv tér) A valds projektiv teret, PR3-t homogén
koordinatékkal adjuk meg. Pontjai R*\(0,0,0,0) ekvivalenciaosztalyai. Itt
[(z,y,z,w)] és [(2', ¢/, 2/, w')] pontok megegyeznek, ha létezik olyan A € R\0,
melyre z = A2/, y = Ny, 2 = A2/ és w = ',

Ha (21, y1, 21, w1) és (w2,y, 22, wz) R*-beli fiiggetlen vektorok, akkor az

[S : (xlvyla 21, ’U)l) +1- (332)3/’ 22,11)2)], Sat S Ra és (Sa t) 7é (O’O)a
projektiv térbeli pontok egy projektiv térbeli egyenest szolgdltatnak. Masszdval
(w1 4+t @o,y1 + -y, 21+t 20,01 +1-wa)], tER,

projektiv térbeli pontok a projektiv térbeli egyenes [(z2, y, 22, w2)]-t6] kiilénbéz6
pontjai.

Tetszoéleges M nem nulla determinansu 4 x 4-es matrix meghataroz egy
projektiv transzformdaciot, mely az [(z, y, z, w)] projektiv pontot az [M(x, y, z, w)]
pontba viszi. Egy a tér projektiv transzformacidja kollinedcid, azaz egyenest
egyenesbe visz.

Megjegyzés (Valés projektiv tér, mint az affin tér kibGvitése) Az
R? affin teret az R*-ben a {(z,y, 2,1) : z,y,z € R} halamzzal azonsithatjuk.
Igy (z,y,2,w) € R*\(0,0,0,0) esetén, a projektiv térbeli [(z,vy,z,w)] pont
végtelen tavoli idedlis pont, ha w = 0, és az R3-beli (Z,% %) pontnak felel

meg, ha w # 0. Tovabbra is fennall, hogy R3-beli parhuzamos egyeneseknek
egybeesik idedlis pontjuk.

Definicié (Mdésodrendii feliilletek a valés projektiv téren) Ha az
egyiitthaték valamelyike nem nulla, akkor az

az? + By? + 22 + dw? + exy + wrz + nzw + oyz + pyw + hzw =0

egyenletet kielégité (z,y,z,w) € R*\(0,0,0,0) homogén koordinat4ji pon-
tok halmazdt méasodrendii feliiletnek hivjuk a projektiv téren. Az egyen-
lethez rendelt matrix:

a  e/2 w/2 n/2
M| 2 B 02 92
w/2 0/2 v /2
n/2 ¢/2 /2 4

A feliiletet nem elfajulénak hivjuk, ha det M # 0. Ilyenkor a feliilet nem
elfajulé masodrendti feliilet marad akkor is, ha R* egy tetsz6leges masik or-
thogonalis bazisdban irjuk fel az egyenletét.
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Masodrendii feliilletek osztalyozasa a valds projektiv téren Négy
valtozéban is teljesiil a fotengely tétel. E szerint tetszoleges méasodrendi
feliilethez taldlhaté orthogonélis bazis R*-ben, hogy ebben az egyenlet

a/$/2 + ﬁ’y’Q 4 'y/2'2 + 5/w/2 —0.

Ha a feliilet nem elfajuld, akkor o, 3,7/,0" egyike sem nulla. Nem lehet
minden egyiitthaté azonos eléjelii (hiszen akkor nem lenne (0,0,0,0)-t4l
kiillonboz6 megoldés), tehdt az egylitthatdk koziil vagy hérom egyiitthato
el6jele megegyezik, és a negyedik ellentétes, vagy ketto egytuitthatoé pozitiv,
ketto negativ. fgy a koordinatatengelyek cseréjével elérhetd, hogy az egyen-
let vagy

22y 2 2

?+b72+072_¥ = 0, vagy (1)
/2 /2 2 12

roLYy 2 %Yy 2)

a2 b2 2 d?
alaku, ahol a, b, c,d > 0. Mésrészt a fenti két feliillet megkaphato az

x2—|—y2+22—w2 = 0 vagy

2yt -2 —w? = 0
egyenleti felilletekbdl az M(z,y, z, w) = (az, by, cz, dw) altal meghatarozott
pojektiv transzformacié segitgével. Itt R3-ban (mikor w = 1), az elsé feliilet
az 2 41y?+22 = 1 egyenletii gombfeliilet, a masodik feliilet az 22 +y?—2% = 1
egyenletli egykopenyt hiperboloid. Tehat tehat barmely mésodrendii feliilet
vagy a gombfeliilet, vagy az egykopenyl hiperboloid projektiv képe.

Maiasodrendii feliiletek R3-ban Ha a mésodfokd tagok valamelyikének
egylitthatéja nem nulla, akkor az

ar’ + Byt + v+ 0t exytwrz+nz+oy+ oy + vz =0

egyenletet kielégité (z,v, z) € R?) koordindt4ji pontok halmazat masodrendi
feliiletnek hivjuk a projektiv téren. A kapcsléd’o homogén egyenlet a valos
projektiv téren

az® + 5?/2 + 722 +02% + exy + wrz + nrw + oyz + yw + Yzw = 0.

Az R3-beli feliiletet nem elfajulénak hivjuk, ha a valés projektiv téren kapott
feliilet is az.
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Az R3-beli nem elfajulé masodrendii feliilletek A hirom valtozés
fétengely tétel segitségével belathats, hogy barmely R3-beli nem elfajulé
masodrendi feliilethez talalhat6 olyan koordindtarendszer, melyben egyenlet
a kovetkezoek valamelyike:

Ellipszoidfeliilet

$2 yQ 22

2tpta=t
ahol a,b,c > 0 a féltengelyek. Ha a = b = ¢ = r, akkor az r sugard
gombfeliilet. Nyilvan a gombfeliilet projektiv (sét affin) képe ((1) tipusi).

Kétkopenyi hiperboloid

Homogén egyenlete 2—3— v i—; —w? = 0, tehat (1) tipust, azaz a gémbfeliilet

b2
projektiv képe.

Paraboloid
B 22 2
Homogén egyenlete z—; + Z—j —zw = 0. Itt a z és w koordindtatengelyeit
elforgatva az egyenlet
2 2 2 2

x Y z w

JR— —_— ——— — 0

a? + b2 + 2 2

alakba frhaté (lasd a kordbbi példat). Tehat a paraboloid is (1) tipusd, azaz
a gombfeliilet projektiv képe.

Egykopenyti hiperboloid

2

Homogén egyenlete i—; + Z;—j -5 - w? = 0, tehat (2) tipust.

Nyeregfelilet

2 y2

Homogén egyenlete z—; — Z—j —zw = 0. Itt a z és w koordindtatengelyeit
elforgatva az egyenlet

1;2 y2 22 ,w2

—_ _Z Z =0
a2 b2 + 2 2
alakba frhaté. Tehat a nyeregfeliilet (2) tipusi, azaz egykopenyti hiperboloid

projektiv képe.
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Tétel Egy egykopeny( hiperboloid vagy egy nyeregfeliilet barmely pontjan
at huzhaté a feliileten fekvé egyenes.
Bizonyitds Ahogy fentebb lattuk, ezek a feliiletek az

4yt =22 —wr=0
homogén egyenletli egykopenyli hiperboloid projektiv képei, tehat elég erre
bizonyitani az allitést.

Tegyiik fel, (w0, 0, 20, wo) € R*\(0,0,0,0) kielégiti az egyenletet, azaz
[(x0, Yo, 20, wo)] az egykopenyti hiperboloid egy pontja. Az egyenletbdl adddik,
hogy (z0,v0) # (0,0) és (20, wo) # (0,0), tehat az Ri-beli

(20, Yo, 20, wo), €és (Yo, —Zo, wo, —20)
vektorok fliggetlenek. Az
[(:L‘o—l—t-y[),yo —t-xg,20 + - wo,wo —t‘ZU)], t e R,
egyenes pontjainak homogén koordindtaira

(zo+ty0)*+(yo—t-z0)*— (20+two) > —(wo—t-20)? = (1+t2)($(2)+yg—z(2)—w3) =0,

azaz az egyenes a feliileten fekszik. O
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