BME TTK Bevezetés az Algebraba - 2 Vizsgakérdések, 2026 tavasz (3 oldal)

(A) Ellentomda&sos linearis egyenletrendszerek.

1.

Altérre valé meroleges vetiilet 1étezése, egyértelmiisége, Adott u vektor merdleges
vetiilete a V' altérre van V-ben legkozelebb u-hoz.

z* € R™ optimalis kozelité megolddsa Ax = b-nek <= z* megoldésa a normélegyenletnek.
Az = b normélegyenlének megolddsai koziil pontosan egy esik A sorterébe és ennek

a megoldasnak a legkisebb a hossza.

Ha A teljes oszloprangu, akkor az A oszlopterére vett ortogondlis projekcié matrixa
A(ATA)~1AT,

Pszeudo-inverz definiciéja fogalma és linearitdsa, Moore-Penrose inverz.

Minden A-hoz pontosan egy X-van, amely kielégita a Moore-Penrose axiémaéakat
(AXA=A, XAX =X, (AX)T=AX, (XA)T =XA).

(B) Direkt 6sszeg, Direkt szorzat

1.

2.

3.

Alterek Osszege, direkt 6sszege. Ekvivalensek:
(a) V az (U;,i € I) altereinek direkt Osszege,
(b) (Vi € I)(VB; C U; bézis)(U;(B; bazisa V-nek),
(¢) (Vi € I)(3B; C U; bazis)(U;(B; bazisaV — -nek).
Altérmenti vetitések definiciéja. Ekvivalensek:

(a) f altérre vetités,

(b) van B bazis, hogy [f]p bal fels6 része egységmatrix, a tobbi blokk 0,
(c) van olyan B bézis, melyben [f]p idempotens,

(d) minden B bazisban [f]p idempotens.

Direktszorzat Definiciéja. Ha I véges, akkor I darab altér direkt Osszege és direkt
szorzata izomorf. Ha I végtelen, akkor nem.

(C) Sajatérték, sajatvektor.

1.

X N o>

Invaridns alterek definiciéja. Ha V véges dimenzids, f : V — V linedris és V
felbonthaté f invarians altereinek direkt 0sszegére, akkor van olyan B bézis, melyben
[f]B blokkdiagonalis.
Linaris leképezések és matrixok sajatértékei, sajatvektorai, kiszamoladsanak maodja.
Ekvivalensek:

(a) Az A métrix diagonalizélhato.

(b) Van bazis A sajdtvektoraibdl.

(c) A tér felbonthaté6 A 1-dimenzids invaridns altereinek direkt Gsszegére.

Hasonl6é matrixok karakterisztikus polinomja azonos. Matrix karakterisztikus poli-
nomjanak, nyoméanak és determinansanak kapcsolata.

Kilonboz6 sajatértékekhez tartozé sajatvektorok linedrisan fiiggetlenek

Algebrai és geometriai dimenzid, a geometriai legfeljebb akkora, mint az algebrai.
Spektralfelbontas: egzisztencia és 2 mod a spektralfelbontas kiszamitasara.
Gersgorin-korok, és a rdjuk vonatkozé tétel.

(D) Jordan-féle normalalak.

1.

Minimé&lpolinomok, létezésiik, egyértelmiiségiik, jellemzésiik az oszthatdsaggal. A
minimdlpolinom invaridns hasonlésagra.

. Ha az A, B matrixok kommutélnak, akkor B kommutdl A polinomjaival, A poli-

nomjai kommutalnak egymadssal, tetsz6leges f polinomra ker(f(A)) invaridns altere
A-nak.



10.
11.

A Dekompozicids Tétel: ha ¢ minimalpolinomja m = g1g2, g1 és g2 relativ primek,
akkor Uy = ker(gi(p)) és Ua = ker(ga2(fi))-vel a tér Uy és Us direkt sszege. ¢|U;
és |Us minimalpolinomjai.
Az A matrix minden sajatértéke gydke A minimélpolinomjanak.
Test feletti polinomelemii matrixok gytiriije és a matrixegytitthatos polinomok gytiriije
izomorf.
A jobbrdl behelyettesités Osszegtartd, és szorzattartd, ha a behelyettesitett matrix
kommutél a jobboldali tényezd matrixegyiitthatdival. A Hamilton-Cayley tétel tetszbleges
test felett.
Nilpotens matrixok. Jodan-lancok és Jordan-bézisok. A kévetkez6 allitasokra (b) =
(c) és (c) = (a).

(a) ¢ nilpotens.

(b) Van ¢ diszjunkt Jordan-lancaibdl all6 bézis.

(c) Van olyan B bdzis, melyben ¢ matrixa olyan Jordan-normalalakd, melyben

minden Jordan-blokk 0-hoz tartozik.

az el6z6 allitasokra (a) = (b).
Jordan-féle normaélalak 1étezése és egyértelmiisége C felett.
Jordan-féle normalalak R felett ((2 x 2)-es blokkos, csak az egzisztencia kell).
C felett adott sajatértékhez tartozé Jordan-blokkok Gsszmérete, maximélis mérete,
szama leolvasdsa a karakterisztikus polinombdl és a minimélpolinombdl.

(E) Euklideszi terek, bilinearis és kvadratikus formak.

1.

Bilinedris fliggvények és Gram-maétrixaik. A bilinedris fiiggvény pontosan akkor
szimmetrikus, ha Gram-matrixa szimmetrikus. Euklideszi terek, a skalaris szorzat
altal indukalt norma.

Ortogondlis és ortonormdlt vektorrendszerek. Ha egy ortogonalis vektorrendszer
nem tartalmazza a nullvektort, akkor linearisan fiiggetlen.

Fourier-egyiittatdk, kapcsolat a meroleges vetitéssel, Gram-Schmidt ortogonalizacio.
Véges dimenziés euklideszi tér mindig izomorf egy olyan euklifdeszi térrel, melyben
a skaldris szorzés sztenderd. A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6tlenség véges
dimenziés absztrakt euklideszi terekben.

Ortogondlis matrixok és elso jellemzésiik: Ekvivalensek:

(a) @ ortogonalis.

() Q' = Q"

(c) @ sorai ortonormalt rendszert alkotnak.
Normalt és metrikus terek rovid definiciéi (kizdrdlag a norma-axiémak és a metrika-
axiomak kellenek). Az ortogonélis leképezések/métrixok masodik jellemzése Ekvi-
valensek:

(a) ¢ matrixa a sztenderd bazisban ortogogonalis.
(b) ¢ skaldris-szorzat tarto.
(c) ¢ tavolsdg-tarté (izometria).
(d) ¢ hossz-tarto.

(e) ¢ ortonormalt rendszereket ortonormélt rendszerekbe viszi.

(f) ¢ matrixa minden ortonormélt rendszerben ortogonalis.
Ha egy (végtelen dimenziés) Euklideszi térben B = {b, : i € N} olyan ONR, hogy
span(B) stirti, akkor tetszéleges v vektor span{b; : i < n}-re vett meréleges vetiiletei
az indukalt norméban visszakonvergalnak v-hez.
Szimmetrikus valés matrix minden sajatértéke valds és kiilonboz6 sajatalterei merdlegesek
egymasra.



9.

10.

11.

Valés fétengely-tétel: Legyen A valdés méatrix. Ekvivalensek:

(a) A szimmetrikus.
(b) A ortogonlédlisan diagonalizalhato.

Kvadratikus alakok és homogén méasodfoku polinomok. Kvadratikus alakok matrixainak
valtozasa baziscserénél. Kongruens matrixok. Minden kvadratikus alak ortogonalis
matrixal négyzetosszeggé alakithato.

Kongruens matrixok jellegei azonosak. Szimmetrikus méatrixok jellegének (poz./neg.
definit /szemidefinit, indefinit) jellemzése sajatértékeik el8jeleivel. Bizonyitas nélkiil:
szimmetrikus métrixok jellegének jellemzése fominoraik (bal fels6 sarokaldetermindnsaik)
elojeleivel.

(F) Szingularis érték szerinti felbontas.

1.
2.

Szingularis érték sazerint felbontéds, médszer a kiszamolasra.

Givens-forgatasok, és matrixaik, ezek mind ortogonalisak. ) R-felbontas és min-
den pozitiv determindnsi ortogonalis métrix Givens-forgatasokkal diagonalizalhato.
Minden pozitiv determindnsi ortognalais matrix Givens-forgatasok szorzata.

3. Moore-Penrose inverz eléallitdsa SVD felbontdsbél: ha A = USVT, akkor AT =

VETUT. Bizonyitéds nélkiil: az Eckart-Young-tétel.

(G) Matrixfiiggvények.

1.

Normék ekvivalencidja. A Frobenius-norma. Hatvanysorok értelmezése matrixokra.
Ha p,r € Rlz], ma az A minimdlpolinomja, és az f hatvénysor részletosszegei
(mod p) egyltthaténként r-hez tartanak, akkor f(A) = r(A).

Hermite interpolécids feladata: a megoldds unicitasa, egzisztencidja, matrixos eloallitasa
(a métrixot nem kell felirni, annyi kell, hogy van megfelel6 métrix).

Ha k4 az A karakterisztikus polinomja és r az f hatvanysor egy alkalmas Hermite-
interpolansa, akkor f részletosszegei (mod k) egyltthatonként r-hez tartanak,
ebbél f(A) kiszdmolasa.

2026 Tavasz.



