BME TTK Bevezetés az Algebraba - 1 Vizsgakérdések, 2025 6sz (2 oldal)

(A1) Alapok.
1. Ekvivalenciarelacidk és osztalyokra bontas. Rendezési reldcidk, jolrendezések jellem-
zése leszallo sorozatokkal.

(A2) A szamelmélet alapjai.

2. Gyurtk, egységelemes, kommutativ gytriik. Nullosztémentesség. Egységek. Az
oszthatésag alaptulajdonsigai.

3. Legnagyobb és kitiintetett kozos oszto, legkisebb, és kitiintetett kozos tobbszoros.
Az Euklideszi és kibévitett Euklideszi Algoritmus (és a rdjuk vonatkozo tételek).

4. Linearis diofantoszi egyenletek és megoldhatdsaguk, az Gsszes megoldas elGallitasa.

5. Maradékosztaly-gytiriik, linedris kongruencidk, egyszeriisitésiik. Linearis kongru-
enciak megoldasa és a kinai maradéktétel.

6. Felbonthatatlan és prim elemek, ezek Z-ben egybeesnek. A Szdmelmélet Alaptétele.

7. Az Euler-féle ¢ figgvény definicidja, teljes maradékrendszerek (TMR), redukélt ma-
radékrendszerek (RMR) és a transzfomdcios tétel.

8. Az Euler-féle ¢ fliggvény multiplikativitdsa.

9. Az Euler-féle ¢ fiiggvény kiszdmitasira vonatkozo képletek.

10. Az Euler-Fermat Tétel és a Kis Fermat tétel két alakja.

(B) Komplex Szamok.

1. A test fogalma. Komplex szdmok definicidja, algebrai alakja. Komplex szamok
Osszege, szorzata. Az abszolitérték, a konjugdlas és alaptulajdonséigaik (z -z = |z|?
és a konjugalas automorfizmus).

2. Komplex szamok trigonometrikus alakja. Trigonometrikus alakban adott komplex
szdmok szorzasa, osztésa, (egész kitevOs) hatvanyozdsa, és a gyokvonas.

(C1) Polinomgyfirtk.

1. Polinomgytiri fogalma. Polinomok 6sszegének, szorzatanak foka. Ha az R gyuri
kommutativ, egységelemes, akkor R[x] is kommutativ, egységelemes. Ha R nul-
losztémentes, akkor R[z] is nullésztémentes.

2. A behelyettesités gytirti-homomorfizmus. Polinomok osztdsa és maradékos osztasa.
f € R[z]-el akkor és csak akkor lehet maradékosan osztani, ha f féegyiitthatéja in-
vertalhat6. Ha R nullosztéomentes, akkor a maradékos osztas eredménye egyértelmii.

3. Ha R kommutativ, egységelemes gytirti, f € R[z], akkor f(¢) =0 < (x—c)|f. Ha R
még nullosztémentes is, akkor f-nek legfeljebb annyi gyoke lehet, mint a fokszama.
Viéte-formulak.

(C2) Polinomok gydkei és szimmetrikus polinomok.
4. Harmadfoki egyenletekbdl a négyzetes tag kikiiszobolése.
5. Cardano-képletek (az® + bz + ¢ = 0 alakii egyenletek megoldésa C felett).
6. Lexikografikus rendezés, lemma a sokvaltozds polinomok szorzatanak fotagjarol.
7. A szimmetrikus polinomok alaptétele.

(D) Polinomok szorzatra bontésa.
1. Ha R egységelemes, nullosztémentes gytirdi, akkor R[z] egységei megegyeznek R
egységeivel. Gytrilk és testek feletti polinomok legnagyobb kozos osztdjanak egyér-
telmiisége, 1étezése.
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A szamelmélet alaptétele test feletti polinomgytiriikben. Test felett minden elséfoku
polinom irreducibilis, egy masod-, vagy harmadfoku polinom akkor és csak akkor
irreducibilis, ha nincs gyoke az alaptestben.

A formaélis derivalt és alaptulajdonsdgai.

Tobbszoros gyokok és derivaltak kapcsolata.

Irreducibilis polinomok C[z]-ben és R[z]-ben.

Rolle tétele egészegyiitthatos polinomok raciondalis gyOkeirdl. Primitiv polinomok.
Minden Q|z]-beli polinom el6&ll egy racionalis szdm és egy primitiv polinom szorza-
taként, ez az eldallitas egyértelmi.

Az egyiitthaténkénti maradékosztaly-képzés homomorfizmus Z[x] és Z,[x] kozott.
Primitiv polinomok szorzata primitiv (Gauss-lemma).

Egy Z[x]-beli primitiv polinom akkor és csak akkor irreducibilis Z[x]-ben, ha irre-
ducibilis Q[z]-ben. Z[z| és Q[z] irreducibilis elemeinek leirédsa.

A szémelmélet alaptétele Z[x]-ben.

A Schénemann—FEisenstein-kritérium és a forditott Schonemann—Eisenstein-kritérium.

Vektorterek, matrixok.

. Vektorterek fogalma. Linedris kombinacié. Linedris fiiggetlenség és jellemzése trivialis

linearis kombindcidkkal. Generatorrendszer és bazis. Egy B vektorrendszer bazis
< minimalis generatorrendszer < maximalis fiiggetlen rendszer < minden vektor
egyértelmien all el6 B elemeinek linearis kombindciéjaként.

Alterek. A kicserélési Lemma. K™ altereiben minden bazis azonos méretii, és ezek-
ben az alterekben van bazis. Dimenzié definiciéja.

Matrixmiuiveletek, matrixgylrik. Matrixok rangja és sorrangja. A linedris egyenlet-
rendszerek megoldhatésdganak matrixrangos jellemzése.

. Matrixok jobbinverze, balinverze, inverze. Négyzetes matrixoknak akkor és csak

akkor van jobbinverze, ha a matrix teljes rangu, a jobbinverz egyértelmii és egyben
balinverz is. Matrix inverzének meghatdrozdsa a Gauss-Jordan médszerrel (és a
modszer helyessége).

Véges dimenzids vektorterek kozti linearis leképezések kapcsolata a matrixszorzassal.
Az el6irhatésagi Tétel. Véges dimenzids vektorterek izomorfak alaptestiik egy véges
direkthatvanyaval.

Determinansok.

. Determinans-fiiggvények fogalma, létezése, egyértelmiisége.

A determindans kifejtése tetszOleges sora, illetve oszlopa szerint.

. Négyzetes matrix transzpondltjanak determindnsa. A determindnsok szorzéstétele,

a szorzastétel bizonyitas nélkiil.
Legyen A négyzetes matrix. Ekkor A sorai linedrisan fiiggetlenek < A oszlopai
linedrisan fliggetlenek < A invertdlhaté < det(A) # 0.

Alkalmazasok.

Vandermonde-méatrixok, Lagrange- és Newton-interpolécio.

Az elemi soratalakitdasok matrixai. Ha egy négyzetes matrixot sorcsere nélkiil 1épcsos
alakra lehet hozni, akkor van LU-felbontésa.

Ferde kifejtés, determinansos képlet az inverz-matrixra, Cramer-szabaly.

A sztenderd skaldris szorzas. Bizonyitas nélkil: a Dimenzidtétel. Bizonyitassal: egy
matrix sortere és nulltere ortogonélis kiegészitok (ez volt az 5. pont az eléaddson,
az elsé 4-nek nem kell a bizonyitasa).

A Pitagorasz-tétel véges dimenzids terekben. Altérre valé meréleges vetiilet létezése,
egyértelmiisége, mddszer az eldéllitasira (a mddszer csak vézlatosan). Ellentmon-
désos linedris egyenletrendszer kozelité optimalis megoldésa (vézlatosan).



