Bevezetés az Algebraba 2 14. feladatsor 2026. 5.25 - 6.1.

Ezen a feladatlapon K végig egy tetszGleges testet, n pozitiv egész szamot jelol.

Legyen V' vektortér R felett és legyenek |[|.||4 és ||.||p norméak V-n. Emlékeztetiink ra, hogy az ||.||a
norma ekvivalens ||.||g-vel, ha vannak olyan c1,c2 € RT pozitiv konstansok, hogy minden z € V-re

allzlls < llzfla < eoflzll-
1. igazoljuk, hogy a normék ekvivalencidja ekvivalenciarelacié.

2. Tegyuk fel, hogy ||.||a és ||.||z ekvivalens normak. Igazoljuk, hogy ha ag,a,, - € V, b € V olyanok,
hogy lim ||a, —b||a =0, akkor lim ||a, — b||p =0.
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3. Legyen A € K"*" és legyen p,q € K[x]. Igazoljuk, hogy p(A) = ¢(A) akkor és csak akkor, ha
p=gq (mod mya) (itt ma az A miniméalpolinomjat jeloli).
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4. Legyen A= |0 0 0 4 2 |. Adjunk meg egy olyan r polinomot, melyre sin(A4) = r(A)
0 0 0 0 -5
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(r(A)-t ne szamoljuk ki).

5. A p polinom ismeretlen egyiitthatoira irjunk fel linearis egyenletrendszereket ugy, hogy az aldbbi
feltételek teljesiiljenek p-re (az egyenletrendeszereket elég felirni, nem kell megoldani).

a) P(2) =3, p(3) =4, p(4) =5,

(a)

(b) p(2) =3,p'(3) =4, p"(3) =5,

(c) p(2) =3, p'(2) =5, p(3) =8,

(d) p(— 1)= p'(=1)=2, p(5) =3, p'(5) =4,
p(3) = (3) =4, p"(3) =7, p(4) = -1,
P

6. Legyen a G graf szomszédsigi matrixa A és tegyiik fel, hogy A-nak x sajatvektora A sajatértékkel.
Mutassuk meg, hogy ha G minden v cstucsara rairjuk az x vektor v-nek megfelel6 koordinatajat,
majd ezutan a csicsokra irt szdmokat kicseréljiik szomszédjaik Osszegére, akkor minden csticsban az
eredetileg odairt szam A-szorosat kapjuk.

7. Legyen G adott graf, és legyen H az a graf, melyet G-bél ugy kapunk, hogy hozzavesziink egy 1j
izolalt csucsot (az uj csucsot semelyik csticesal nem kotjiik ossze). Igazoljuk, hogy H szomszédsagi
métrixanak sajatértékeit agy kapjuk G szomszédsagi matrixanak sajatértékebdsl, hogy a 0 multipli-
citasat 1-el megnoveljiik.

8. Legyen a G graf szomszédsagi matrixa A. Igazoljuk, hogy tr(A?) épp a G-beli haromszogek szdmanak
6-szorosa.

9. Igazoljuk, hogy ha az n-cstcstt G graf szomszédsagi matrixanak —1 (n — 1)-szeres, tovabba n — 1
1-szeres sajatértéke, akkor G izomorf K,-el (az n-cstcsu teljes graffal).



