Bevezetés az Algebraba 1 10. feladatsor 2025.11.10-11.17.

1. Legyenek a = [1,2,0 — 1], b=[2,3,5,-7], ¢=[4,7,5,—-9] € R%

(a) Dontsiik el, hogy az {a,b} vektorrendszer linrisan fliggetlen-e.
(b) EI& lehet-e allitani a b vektort az a és 2a vektorok linearis kombinaciojaként?
(c) Dontsiik el, hogy az {a, b, c} vektorrendszer linarisan fiiggetlen-e.

2. Legyen K egy test, n € N, és legyenek U,V C K™ alterei K™-nek. Igazoljuk, hogy UNV és
U+V={ut+v:uelUwveV}
szintén alterei K™-nek.

3. (Ez esetleg a jovohétre halaszthato.) Keresslink bazisokat az alabbi A matrix oszloptertében és
nullterében (azaz O(A)-ban és N'(A)-ban):

0
1
1
1

—w W N

1 2 3
4. Gauss-Jordan eliminacioval hatarozzuk megaz | 1 3 4 | € Q3*3 matrix inverzét.
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5. Legyen f(x) = 2% + 1.
(a) Gondoljuk at, hogy a C?*? métrixgytriben mi a nullelem, és a multiplikativ egységelem, és
ezek alapjan f hogyan tekintheté C2*2 feletti polinomnak.
(b) Mutassuk meg, hogy ha a, b, c,d € R-re teljesiil, hogy a = 0, b* + ¢* + d? = 1, akkor
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et di a—bi ) € C?*2 matrix gydke az f polinomnak!.
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6. Legyenek A = ( 9 3 > és B = ( 10 ) valés matrixok.

(b) Ellenérizziik, hogy B> =0 (pedig B # 0).
(b) Ellendrizziik, hogy AB # BA (azaz a matrix-szorzas nem kommutativ miivelet még a négyzetes
matrixok esetében sem).

(c) Ellendrizziik, hogy (A + B)? # A% +2AB + B2
(d) Igazoljuk, hogy minden (tetszéleges test feletti, tetszGleges méretii) négyzetes C' matrixra

(C+D(C—T)=C%— I
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Az alabbi kifejezések koziil melyek értelmesek? Szamold ki az értékiiket!

A+B, A+C, A+D, B+A, B+D, AB, BA, AC, CA, CTA, CD, DC, A%, B2, C?, D2

IMegjegyzés: a feladatban szerepld alak matrixok a szokdsos matrix-miiveletekkel (nem-kommutativ) testet alkotnak, ez
a test izomorf a kvaterniok testével. A feladat szerint a 2.-fokt f polinomnak a kvaternidok testében végtelen sok gySke van,
mert az a = 0, b2 + ¢? + d? = 1 feltétel végtelen sok valés a, b, c, d-re teljesiil. Ha f-et alaposabban megnézziik, azt latjuk,
hogy a feladat allitasa szerint a kvaterniok testében —1-nek (pontosabban —I>-nek) végtelen sok négyzetgydke van.



