Bevezetés az Algebraba 2 1. Vizsgaalkalom irasbeli része és MINTA 2026 jun. 5.
1. MINTA A VIZSGAK IRASBELI RESZEHEZ MEGOLDASOKKAL!

Minden valaszt indokolj, és - ahol ez szébajon - add meg az Osszes mellékszamitast is.

1. Van-e olyan nullmétrixtél és egységmatrixtol kiilonbozs A € C2926x2026 hogy A 65 A2 hason-
l6ak? B2;(Feb. 26)

Persze hogy van, s6t még idempotens is van (barmelyik vetités j6): A? = A - ezek annyira

hasonloak, hogy konkrétan egyenlSk (a megfelels atkonjugald matrix az egységmatrix).

2. Add meg az Gsszes optimalis kozelit6 megoldasat: x = 1. = = 3. A2;(Feb. 16)

A= G) ;b= (;) Az = b. Normalegyenlethez: ATA =2, ATb = 4. Normalegyenlet:

20 = 4 ~» 2 = 2. Igy az optimalis kozelité megoldas x = 2, ezt vartuk jozan ésszel is...
3. Van-e olyan A € R™ " melynek 2 sajatértéke, és A% = A? D4;(Mérc. 19)

Legyen p(x) = 2% — 2 = x(z + 1)(x — 1). A feltételek alapjan p(A) = 0 ~ malp. Mivel a
minimalpolinomnak minden sajatérték gyoke, ezért csak p gyokei: 0,1—1 lehetnek sajatértékek.
Tehat nincs ilyen A matrix.

2 10
4. Add megaz A= [0 2 0| Jordan-féele normélalakjat. D11;(Apr. 13)
0 0 5
) =

A fels6 haromszog ~ ka(z) = (2—M)2(5—\) ~» A sajatértékei (algebrai multiplicitassal): 2,2,5.

010
Tovabba A —2X = [0 0 0|, ennek oszloptere (ami azonos Im(A — 2AI)-vel) 2 dimenzids
0 0 3

(mert van 2 lin. fiiggetlen oszlopa), ezért a Dimenziotétel miatt dim(ker(A — 2AI)) = 1 ~
dim(Va) = 1 azaz A\ = 2-nek 1 a geometriai multiplicitasa, ezért egyetlen Jordan-blokk tartozik
hozza. Az algebrai multiplicitas viszont 2 ~ A = 2-h6z egyetlen (2 x 2)-es blokk tartozik.
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Tehat A Jordan-féle normalalkja: {0 2 0
0 0 5
5. Legyenek a = (1,1,0), b = (3,1,2) Hatarozd meg span{a,b} egy ortonormaélt bazisat.

E3;(Apr. 20)

Gram-Schmidt-el: v; =
ortonormat bazis: —=(1,1,0) és (1,0, —1).

5v; = (1,0, —1). Normalas utan a keresett

6. Lehet-e 2% 4 222 + 2 egy szimmetrikus matrix karakterisztikus polinomja? ES8;(Apr. 27)

Nem lehet, mert szimmetrikus métrix sajatéretékei valosak, de a megadott polinom: z# + 222+
2 = (271)? + 1 ~ minden gydke komplex.

LA kérdések utan X;(Y,Z) azt jelenti, hogy a vizsgakérdések jegyzékének X. pontja ismeretében (az Y. hénap Z.
napjan tartott el6adas alapjan) lehetne tudni a valaszt.



7. A megfelels kvadratikus alak diagonalizalasaval alakitsd négyzetdsszeggé: 3z2 + dxy + 3y°.
Add meg a valtozok megfelels linearis helyettesitését is. E10;(Apr. 30)

; g) ~ sajatértékek: Ay =1, Ao = 5. Ebb6l a négyzet-

osszeg 1(x")2+5(y')?. A véltozok megfelel§ helyettesitéséhez kell az A-t diagonalizal6 ortogona-

A kvadratikus alak matrixa: A = (

. . . . . 1 .
lis @, melynek oszlopai A egységhosszi sajatvekotrai. Sajatvektorok Aj-hez: ¢ (_1> , dajatvek-

1
.. (1 0 ) !
Tehat (0 5) =QTAQ és <z/> =Q" (Zj) ~ ol =S -y), Y= et y).

8. Legyen A szingularis értékek szerint felbontasa: A = UXVT. Igazold, hogy (Vz)||Az|| = ||z||
akkor és csak akkor, ha A minden szingularis értéke 1. E6;(Apr. 23)

.. 1
torok Ao-hoz: ¢ ( 11

. . 1 1
>. Ezeket egységhosszura normalva kapjuk @ oszlopait: Q = % ( )

<: Tegyiik fel, hogy A minden szingularis értéke 1. Ekkor ¥ = I szintén ortogonalis, ezért
A =UXVT ortogonalis, mert a jobboldal 3 ortogonélis matrix szorzata. Ezért A hossztarté.

=: Tegyiik fel, hogy (Vz)||Az|| = ||z||, azaz A hossztarté ~» A ortogonélis ~» ¥ = UT AV orto-
gondlis, mert a jobboldal 3 ortogondlis matrix szorzata. Tehdt ¥ ortogonéalis, ezért tetszéleges

ire 1= |lg]| = ||Zel| = o3
01 -2
9. Legyen A= |0 0 7 |. Adj meg egy r polinomot, melyre e = r(A). G3;(Maj. 21)?
0 0 O

A fels6 haromszogmatrix, A = 0 haromszoros sajatértéke. Ezen az egyetlen sajatértéken kell
eltalalni f(x) = e® helyettesitési értekét és elss 2 darivaltjat egy masodfoka r-el ~ r valaszthato
f 0 koriili 2. Taylor-polinomjanak: r(x) =1+ § + 2—?

10. Réviden ird le linearis programozas alapfeladatat, és 2-3 mondatban emeld ki a kapcsolatat a
lineéris algebraval. (Maj. 27)

Az A matrix i. soranak j. eleme azt adja meg, hogy az i. alkatrészb&l mennyit kell beépiteni a j.
termékbe. A b vektor azt adja meg, hogy az egyes alkatrészekbdl mennyi all rendelkezésre, a ¢
vektor pedig azt, hogy az egyes termékeken mennyi a haszon. A kérdés az, hogy a raktarkészlet
korlatait figyelembe véve mib&l mennyit gyartsunk, hogy a profit maximalis legyen. Ehhez az
Az < b linearis egyenl6tlenségrendszerrel megadott tartoményon kell megkeresni a linearis
f(z) = Tz fiiggvény feltételes szélsGérték-helyeit.

Tlyen jellegii feladatnal vizsgan pl. e, sin(z), ...stb. hatvanysorat belefogalmazom majd a feladat szovegébe, nem
kell ra emlékezni.



