Attorés az Erdés-Szekeres problémaban

Tardos Gabor* Téth Gézat

1 Konvex sokszogek

Egy véges sikbeli P ponthalmazt konvex helyzetiinek neveziink, ha mindegyik pontja elvalaszthato a
tobbitol egy egyenessel, azaz barmelyik p € P ponthoz talalhaté olyan egyenes, melynek p az egyik,
mig P tobbi pontja a maésik oldalan van. Eszerint egy legfeljebb két pontd ponthalmaz mindig
konvex helyzetben van, a legaldbb hiarom ponti ponthalmazok koziil éppen a konvex sokszogek
csucshalmazai vannak konvex helyzetben. fgy egy egyenes pontjai kozott sosem talalunk hdarmat
konvex helyzetben. Hogy ezt a problémat elkeriiljiik, a tovabbiakban csak dltaldnos helyzeti pont-
halmazokkal foglalkozunk, azaz feltessziik, hogy a pontok koézt nincs hdrom egy egyenesen.

(a) (b)

1. abra. Ot pont (a) konvex, (b) nem konvex helyzetben.

Klein Eszter, az akkor 22 éves egyetemista 1932-ben vette észre, hogy 6t altalanos helyzetii pont
kozott a sikon mindig van négy ami konvex helyzetben van. A bizonyitds nagyon egyszeri. Ha a
pontok konvex burka (a legnagyobb sokszog, amit meghatdroznak) 6tszog vagy négyszog, akkor az
allitds nyilvanval6. Ha a konvex burok egy abc haromszog, akkor tovabbi két pont, d és e, ennek
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a belsejében van. A de egyenes az abc haromszog két oldalat metszi, mondjuk ab-t és ac-t. Ekkor
viszont b, ¢, d és e konvex helyzetben van. (ldsd. 1. abra) Klein Eszter megkérdezte, hogy ez az
egyszeri észrevétele altalanosithato-e: vajon elég sok dltalanos helyzetli pont kozott mar feltétlentil
taldlunk-e 6t6t (hatot, stb.) konvex helyzetben? Tehét Klein Eszter kérdése a kovetkezo.

Igaz-e, hogy minden n > 3 természetes szamhoz létezik eqy N szdm azzal a tulajdonsdggal, hogy
N dltaldnos helyzetd pont kozétt a sikon mindig van n amelyek konvex helyzetben vannak.

Erdekes meghatdrozni a legkisebb megfelelé N szamot, legyen tehat f(n) az a legkisebb N egész
szam, hogy N &ltalanos helyzetli pont koziil a sikon mindig van n konvex helyzetben. Ebben a
megfogalmazdsban Klein Eszter kérdése az, hogy létezik-e egyéltaldn f(n) minden n-re.

Vildgos, hogy f(3) = 3 és a el6bbi észrevétel alapjan f(4) < 5. De egy hdromszog harom cstcsa
és egy belsO pontja mutatja, hogy négy altaldnos helyzeti pont nem mindig van konvex helyzetben,
tehat f(4) = 5. Makai Endre és Turdn P4l néhany héten beliil belattédk, hogy f(5) = 9 [2], majd
Szekeres Gyorgy még abban az évben bebizonyitotta, hogy f(n) létezik minden n-re. Természetesen
adodott a kovetkez6 kérdés:

Erdés-Szekeres probléma. Hatdrozzuk meg f(n) értékét.

Nem sokkal késébb Erdds alaposan megjavitotta Szekeres korlatjat majd kozosen publikédltak
az eredményt [2], amely szerint minden n > 3-ra

2n —4
< 1.
s < (22)) +
S6t, f(3), f(4) és f(5) értékei alapjan a kovetkezd merész sejtést is megfogalmaztak:

Sejtés. Minden n > 3-ra
f(n)=2""241.

Ez az egyszerii probléma, eredmény, illetve sejtés korszakalkotd jelentdségiinek bizonyult, egyfe-
161 azért, mert hozzédjarult F. P. Ramsey 6t évvel kordbban megjelent eredményeinek [13] djrafelfede-
zéséhez és ezzel a Ramsey elmélet megalapozasahoz, masfel6l azért is, mert megnyitotta az utat
ponthalmazok kombinatorikdajanak tanulmanyozasahoz, ami maéara szép és gazdag teriilete lett a
matematikanak.

Klein Eszter és Szekeres Gyorgy nem sokkal kés6ébb Osszehazasodtak, ezért a problémat Erdos
“Happy End Problem”-nek nevezte.

A legjobb ismert alsé korlat f(n)-re éppen a sejtett értéke, f(n) > 2772 4 1, az ezt bizonyité
konstrukciét Erdés és Szekeres talaltak 25 évvel késébb [3]. A konstrukcié 2772 pontbdl all és
semelyik n pontja sincs konvex helyzetben. Nagyon szimmetrikus és “merev”, ha barmelyik pontjat
lényegesen elmozditjuk, keletkezik n pont konvex helyzetben. Ezért a konstrukcié alapjan kénnyen
gondolhatja az ember, hogy nem javithatd, vagyis a sejtés igaz.

Erdos és Szekeres fels6 korlétja, (2::24) ~~ 4" /\/n, tehét majdnem a négyzete az alsé korlatnak.
A probléméaval nagyon sokan foglalkoztak, szépsége és fontossiaga miatt, ennek ellenére a felsd



korlatot el6szor 60 évvel késébb sikertilt megjavitani. 1998-ban Fan Chung és Ron Graham [1]
egy unalmas repiiléuton azt vizsgalta, hogy ha az igazsig pontosan a fels6 korlat lenne, tehat
fln) = (277__24) + 1, akkor hogyan nézne ki egy (2:__24) elem(i ponthalmaz, amiben még nincs konvex
n-sz6g. Belattak, egy nagyon ligyes érveléssel, hogy ilyen ponthalmaz nem létezhet, és ezzel a
fels6 korlatot a lehet6 legkisebb mértékben, 1-gyel megjavitottak. Ezen felbuzdulva Kleitman és
Pachter [6] nagyjabdl egy hénappal késébb belattak, hogy f(n) < (2::24) + 7 — 2n, tehét a javitds
mértéke mér tart a végtelenbe. Majd tjabb egy hénap milva Téth és Valtr [16] belattak, hogy
fln) < (2::25) + 2, ami mar nagyjabdl a fele az eredeti koratnak. Ez a harom javitas id6ben olyan
kozel volt egymashoz, hogy a Discrete and Computational Geometry cimi Gjsagnak ugyanabban a
szamaban jelentek meg. Itt ledllt a javitasok sorozata egy idére, és tovabbra is driasi volt az eltérés
a felsd és az alsé kordt kozott. 2005-ben Téth és Valtr [17] kombindltdk a sajéat médszeriiket Chung
és Graham maddszerével, igy djra megjavitottak eggyel a fels6 korlatot.

2015-ben aztan djra megindult a lavina, Georgios Vlachos, egy MSc didk az MIT-r6l, tovabb
javitotta a fels6 korlatot egy g—g [15] faktorral. Hossein Mojarraddal kézosen alaposan leegyszertisi-
tették és tokéletesitették a bizonyitast, végil a g—g faktor helyett egy % faktorral javitottak [7].
Koézben Norin és Yuditsky [9] is elérték lényegében ugyanezt a korldtot, de még egyszer(ibb bi-
zonyitassal.

Ezutdn jott az igazi attorés, 2016-ban Andrew Suk elképesztd javitdssal allt el [14]. TG6bb
korabbi mddszert, Otletet ligyesen kombindlva sikeriilt a felsé korlatot levinnie az alsé korlat koze-
lébe. Belétta, hogy f(n) < gn-+6n?/? logn ezzel kis hijan megoldotta Klein, Erdés és Szekeres
problémé&jat. Az elegdns bizonyitast Andreas Holmsen, Hossein Mojarrad, Pach Janos és Tardos
Gébor tovabb egyszeriisitette, és a korlatot is sikeriilt egy kicsit megjavitaniuk [5]. A pillanatnyilag

ismert legjobb fels6 korlat f(n)-re az 6vék:

f(n) < 2n+6\/n logn‘

Koénnyebb &ttekinteni a kiilonbo6zé korldtokat, ha nem a fenti f(n) fiiggvényt, hanem az ekvi-
valens inverz problemdt, és az alabbi g(N) fiiggvényt vizsgaljuk. Legyen g(N) az a legnagyobb n
egész szam, melyre N altalanos helyzetli pont kozott a stkon mindig talalhaté n konvex helyzetben.
Az FErdés-Szekeres sejtés ekvivalans azzal, hogy

g(N) = [log N +1

minden pozitiv N egészre. Itt, és a tovabbiakban log a kettes alapi logaritmust jeloli. Az f(n)-re
adott alsé és fels6 korlatok szerepe megfordul. Erdés és Szekeres 1935-6s felsé korlatjabdl [2] alsé
korlat lesz g(IN)-re, mig az 1961-es alsé korlatjukbol [3] g(IV)-re fels6 korlat addédik:

log N
2

+h(N) <g(N) <[logN]|+1.

Itt h(N) egy aszimptotikusan (loglog N)/2 kozeli fiiggvény, ami az alsé becslés nagysdgrendjét
nem befolydsolja. Az f(n)-re adott alsé és felsé becslés kozotti majdnem négyzetes eltérésbél a



g(N) esetében egy majdnem kettes faktor eltérés marad. Chung és Graham [1] 1-gyel javitotta az
f(n)-re adott fels6 becslést, ebbél a g(IN)-re adott alé becslés javitasa kovetkezik 1-gyel, de csak
bizonyos (ritka) N értékekre. A tovabbi javitdsok [6, 16, 17, 15, 7, 9] ugyancsak eggyel javitottak
csak Erdés és Szekeres alsé becslését a g(INV) fiiggvényre, de egyre tobb és tobb N érték esetén. Suk
atiité eredménye [14] azonban aszimptotikusan bezarta az alsé és felsé becslés kozotti kettes faktor
eltérést:

g(N) >log N — 61og?® N loglog N.

A hibatag nagysagrendjét [5] tovabb csokkenti v/log N loglog N-re.

Az eddig targyalt becslések nem segitettek abban, hogy az f(n) értéket minél t&bb (kicsi) n
értékre meghatarozzuk. Emlitettiik, hogy Klein Eszter 1932-ben belatta, hogy f(4) = 5, valamint
hogy Makai és Turdn ugyanakkor beléttdk, hogy f(5) = 9. Szekeres Gyorgy b6 hetven év elteltével
visszatért a problémahoz és Lindsay Petersszel kozos publikdciéban [12] belattak, hogy f(6) = 17.
Ez az eredmény komolyabb komputeres esetvizsgalaton alapul és mar Szekeres haldla utan jelent
meg. Az f(n) érték semmilyen n > 6 szdmra nem ismert.

Ebben a cikkben attekintjiik az alsé korlat konstrukciot, a fels6 korlat javitasait, a felhaszndlt
moédszereket, és vazoljuk a legjobb ismert korlat bizonyitdsat.

Az Erd6s-Szekeres probléméanak szamos altaldnositdsdt, mdédositdsat vizsgaltak, sok izgalmas
és szép eredménnyel. Ezekrol ad kivéls osszefoglalét magyarul Pach Janos [10], angolul Morris és
Soltan [8]. Suk eredményérél nagyon szérakoztaté ismeretterjeszt6 cikket irt Hartnett [4].

2 Hegyek és volgyek

Szekeres legelsd bizonyitasa [2] f(n) létezésére a Ramsey tételt hasznélta, amit tjra bebizonyitott,
mert nem ismerte Ramsey publikdcidjat. Erdds javitasa, [2] és az Gsszes tovabbi javitas legfontosabb
segédeszkozei a hegyek és volgyek.

Definicié. Rogzitsiink egy xy koordindtarendszert a sikon. Ezentul egy ponthalmazra akkor
mondjuk, hogy dltaldnos helyzetd, ha nincs harom pontja egy egyenesen és nem egyezik meg két
pontjanak az z-koordindtija. Legyen k > 2 és legyenek p1, po, ..., pir altaldnos helyzeti pontok,
balrdl jobbra, vagyis novekvé xz-koordinata szerint rendezve. A p1,po, ..., pr pontok egy k-hegyet
(k-volgyet) alkotnak, ha konvex helyzetben vannak és po, ..., px—1 a p1pi egyenes folott (alatt) van
(2. abra).

A k-volgyek illetve k-hegyek k > 3 esetén specialis konvex k-szogek. Vegyiik észre, hogy harom
altalanos helyzetii pont vagy 3-hegyet, vagy 3-volgyet alkot. Erdos és Szekeres bizonyitasanak
alapja a kovetkezd észrevétel.

Ha egy k-hegy utolso pontja és eqy l-vélgy elsé pontja megegyezik, akkor valamelyiket egy ponttal
meg lehet hosszabbitani (2. dbra).

Valoban, legyen p a k-hegy utolsé pontja és az [-volgy elsé pontja, legyen ¢ a k-hegy utolsé
elotti pontja és legyen r az [-volgy masodik pontja. Ekkor gpr vagy hegyet, vagy volgyet alkot.



(a) (b)
2. dbra. (a) A 4-hegy kiegészithetd r-rel, (b) a 4-volgy kiegészithetd g-val.

Az els6 esetben r-rel kiegészithetjiik a hegyet egy k + 1-heggyé, a masodik esetben pedig a volgyet
egészithetjik ki ¢g-val egy [ 4+ 1-volggyé.

Minden k,l > 2-re legyen f(k,l) az a legkisebb f szdm, amelyre igaz, hogy f altaldnos helyzetii
pont kozott a sikon mindig van egy k-hegy vagy egy [-volgy. Nyilvan f(n) < f(n,n), ezért az aldbbi
tételbél azonnal kovetkezik Erdés és Szekeres korlatja f(n)-re. (Kicsit zavard, hogy az “dltaldnos
helyzet” fogalmat szigoritottuk, igy elsore csak az ilyen szigortibb értelemben vett altaldnos helyzetii
f(n,n) méretii sikbeli ponthalmazra addédik, hogy kivalaszthat6 koziile n konvex helyzetii pont. Ez
a probléma kezelheto azzal, hogy az xy koordinatarendszert gy valasztjuk, hogy ne legyen két
pontnak azonos az x koordinédtdja.) Meglepé médon, f(n)-nel ellentétben, f(k,1) értéket pontosan
tudjuk.

1. Tétel. [2]

Flk1) = (k Zi; 4) +1.

Bizonyitas. Elészor belatjuk, hogy minden k,1 > 3-ra
F) < f(k—1,0)+ f(k,1—1) — L.

Tekintstink egy f(k — 1,1) + f(k,l — 1) — 1 elemi altalanos helyzetii P ponthalmazt. Beldtjuk,
hogy mindenképpen tartalmaz k-hegyet vagy [-volgyet. Legyen @ a P-ben taldlhaté (k — 1)-hegyek
utolsé pontjainak a halmaza. Ha |Q| > f(k,1 —1), akkor @) vagy tartalmaz egy k-hegyet, és készen
vagyunk, vagy egy (I — 1)-volgyet. De ekkor ennek az (I — 1)-vdlgynek az elsé pontja egyben egy
(k — 1)-hegy utolsé pontja is, tehat vagy a hegy, vagy a volgy meghosszabbithat6 és megint készen
vagyunk. Vagyis feltehetjiik, hogy |Q| < f(k,l — 1) — 1, ekkor viszont |P \ Q| > f(k — 1,1), tehét
P\ @ tartalmaz egy I-volgyet és ismét készen vagyunk, vagy egy k — 1-hegyet, ami ellentmondés,
mert ennek az utolsé pontja ()-hoz tartozna.

Legyen g(k,l) = (k;:i;‘l) + 1. Koénnyti ellendrizni, hogy

gk, l)=9(k—-1,1)+g(k,l—1)— 1.



Ezenkivill ha k = 2 vagy | = 2, akkor f(k,1) = g(k,l). Ezekbél pedig indukciéval adédik, hogy
minden k,l > 2-re f(k,l) < g(k,1).

Az alsé korlathoz minden k, [ > 2-re konstrudlunk egy P(k,[) ponthalmazt, amely éppen (ki;l)
pontbdl all és nem tartalmaz k-hegyet és [-volgyet. A k = 2 illetve [ = 2 esetben egy egy pontbdl 4ll6
halmaz j6 lesz. Tegyiik fel, hogy méar megkonstrudltuk a P(k—1,1) és a P(k,l—1) ponthalmazokat.
Helyezziik el ket egymads mellé gy, hogy P(k —1,1) az y-tengelytdl balra, P(k,l— 1) pedig jobbra
legyen, P(k — 1,1) minden pontja a P(k,l — 1) pontjai altal meghatarozott egyenesek f6l6tt legyen,
és P(k,l — 1) minden pontja a P(k — 1,[) pontjai dltal meghatdrozott egyenesek alatt legyen. Az
utébbi két feltétel biztosithat6 azzal, ha a P(k — 1,1) ponthalmazt az y-tengellyel parhuzamosan
megfelel6 magasra toljuk. Ekkor minden P(k—1,1)-beli hegy maximum egy P(k,l— 1)-beli ponttal
egészithetd ki, és forditva, minden P(k,l — 1)-beli volgy maximum egy P(k — 1,l)-beli ponttal
egészithetd ki. Ebbél adédik, hogy az igy kapott (%1157 + (5/15%) = (¥/15%) elemti P(k, 1) halmaz
nem tartalmaz sem k-hegyet, sem [-volgyet. O

Vegylik észre, hogy ha n pont konvex helyzetben van, akkor felbonthaté két részhalmaz inidjara,
amibdl az egyik hegy, a masik volgy. A hegy a konvex n-szog “teteje”, a volgy az “alja” lesz. Ha
feltessziik, hogy a pontok z-koordindtija paronként kiilonbozo, akkor a hegynek és a volgynek két
koz0s pontja is lesz: a legkisebb és legnagyobb z-koordinataju csicsa a konvex n-szognek. Lattuk,
hogy f(n,n) éltaldnos helyzetli pont koziil mindig kivalaszthatunk n-et konvex helyzetben: egy
n-hegyet, vagy egy n volgyet. Taldlhatunk viszont f(n,n) — 1 pontot &ltaldnos helyzetben, hogy
nincs koztiik sem n-hegy, sem n-volgy. Egy ilyen ponthalmaz nem tartalmaz 2n — 3 pontot konvex
pozicidéban, hiszen az ellentmondana a fentebbi felbontasnak hegyre és volgyre.

Ez a gondolatmenet jél mutatja, hogy g(IN) értékere (ez a legnagyobb n szdm, hogy N &ltalanos
helyzeti pontbdl mindig kivalaszthaté n konvex helyzetben) Erdds és Szekeres dltal adott alsé és
felsé becslések kozott miért koriilbelil egy kettes faktor differencia van: Pontosan tudjuk, hogy
mekkora hegy vagy volgy valaszthaté ki N altalanos helyzetii pont koziil, de azt mar nehezebb
meghatarozni, hogy ezek mikor “illeszthetéek 6ssze” egy konvex ponthalmazza.

A fenti gondolatmenetet direktben is haszndlhatjuk arra, hogy f(n)-re alsé becslést adjunk. Ha
k+1=mn+3, akkor f(n) > f(k,1), hiszen n konvex helyzet{i pont kozott van k-hegy vagy I-volgy.
A kordbban megkonstrualt P(k,[) ponthalmazok iigyes kombinéldsaval kissé erésebb alsé becslést
kapunk, ami egyben megegyezik f(n) sejtett értékével is:

2. Tétel. [3]

f(n) >2""2 4 1.
Bizonyitds. Legyen n > 4. Minden i-re (2 < i < n) helyezzik el P(i,n + 2 — i) egy nagyon
pici és nagyon lapos példanyst az (i,i?) pont kozelébe tigy, hogy a pontjai &ltal meghatarozott
egyenesek mind majdnem vizszintesek. Nevezziik ezeket blokkoknak. Mindez azért lehetséges, mert
a P(i,7) ponthalmazt szabadon eltolhatjuk, kicsinyithetjiik, s6t “lapithatjuk” is (alkalmazhatunk
affin transzformaciét az y-tengely irdnydban), mindez nem befolydsolja hogy mekkora hegyek és



volgyek vannak a ponthalmazban. Legyen P, a kapott halmaz. Vilagos, hogy

n n—2 n—9

PI=3IPn 2=l = 3 (" %) =2
=2 =0
Azt allitjuk, hogy P, nem tartalmaz konvex n-szoget. Legyen @ egy konvex ponthalmaz P,-ben.
Legyen P(k,n + 2 — k) a legalsé blokk, amiben @-nak van pontja, és P(l,n + 2 —[) a legfels6. Ha
k =1, akkor @Q a P(k,n + 2 — k) blokk része, igy a tétel kimondésa elétti gondolatmenet alapjan
|Q| < n—1. Haviszont k < [, akkor Q P(k,n+2—k)-b6l egy volgyet tartalmaz, amelynek a mérete
legfeljebb n+1—k, P(l,n+2—1)-bol egy hegyet, aminek a mérete legfeljebb | — 1, és a koztiik levé
k —1—1 blokk mindegyikébdl legfeljebb egy pontot. Ezért |Q| <n+1—k+Il—14+k—1—1=n—1.
O

3 Javitasok

Mint emlitettiik, az elsé javitdst Chung és Graham érte el 1998-ban, [1]. Azt lattdk be, hogy
fn) < f(n,n) —1 = (27:‘:24). Tekintstink egy f(n,n) — 1 méretii ponthalmazt. Ha tartalmaz
egy n-hegyet vagy n-volgyet, akkor készen vagyunk. Ha nem, akkor viszont Chung és Graham
megmutatjak, hogy taldlhaté egy n — 1-hegy és “alatta” egy pont, vagy egy n — 1-volgy és “folotte”
egy pont, ami egy konvex n-szoget alkot.

A kovetkezé javitas Kleitman és Pachter eredménye, [6]. Eszrevették, hogy az Erdés-Szekeres-
féle hegyes-volgyes bizonyitas tetszbleges xy koordinatarendszerben elmondhato. ﬁgy forgattak el
a koordinatarendszert, hogy a konvex burok egyik éle fiiggoleges legyen, és ezt a szakaszt “duplan”
hasznaltak. Kiterjesztették a hegy és a volgy definiciéjat ugy, hogy ez a fliggbleges él lehet egy
hegynek és egy volgynek is az utolsé éle. Ezzel egy kicsit jobb rekurziot kaptak, és azt, hogy
f) < (B)) —2n+1.

Ezutan kovetkezett Téth és Valtr javitdsa, [16]. A mddszeriik lényege az, hogy a forgatdsnal
sokkal altalanosabb transzformaciot alkalmaznak a hegy-volgy érvelés el6tt, mégpedig egy alkalmas
projektiv transzformdciot. Téth és Valtr azt 14tték be, hogy f(n) < f(n—1,n) + 1. Legyen P egy
f(n—1,n) 4+ 1 elemi ponthalmaz és p a konvex burok egy cstcsa. Legyen Q = P\ {p}. Legyen ¢
egy p-t tartalmazod egyenes, amelynek () minden pontja ugyanazon az oldalan van. Alkalmazzunk
egy projektiv transzformaciot, amely f-et a végtelen tavoli egyenesbe viszi, p-t az y = —oo végtelen
tavoli pontba, Q-t pedig az R halmazba. Mivel |R| = f(n—1,n), R tartalmaz egy n— 1-hegyet vagy
egy n-volgyet. Ha n-volgyet tartalmaz, akkor konnyen lathato, hogy a megfelelé pontok ()-ban is
konvex helyzetben vannak. Ha n — 1-hegyet tartalmaz, akkor pedig a megfelel$ pontok és p egytitt
is konvex helyzetben vannak. Tehat kész vagyunk.

A kovetkezd javitds nem tul izgalmas, ugyancsak Téth és Valtr, [17], a fenti P\ {p} halmazra
hasonléan érvelt, mint Chung és Graham, igy Gjbdl 1-et faragtak a korlatbol.

Tovébbi tiz évvel kés6bb Georgios Vlachos kovetkezett, [15]. Gondolatmenete gy indul, mint
To6th és Valtr bizonyitdsa: Legyen P egy ponthalmaz, amely nem tartalmaz n pontot konvex



helyzetben és legyen p egy pontja a konvex burkon. Legyen @ = P\ {p}. Legyen ¢ egy p-t
tartalmazo egyenes, amelynek () minden pontja ugyanazon az oldaldn van. Alkalmazzunk egy
projektiv transzformaéciot, amely f-et a végtelen tavoli egyenesbe viszi, p-t az y = —oo végtelen
tavoli pontba, Q-t pedig az R halmazba.

Az eddigiek alapjan megallapithatjuk, hogy R nem tartalmaz n — 1-hegyet és n-volgyet. Sét,
nem tartalmaz olyan r pontot, amely egyszerre végpontja egy n — 1-volgynek és kezd6pontja egy
n — 2-hegynek.

Vlachos egy ennél bonyolultabb tiltott konfiguraciét talalt.

2. Lemma [15] Tegyiik fel, hogy az R ponthalmaz tartalmaz egy r pontot, amely (1) egy n— 2-vélgy
végpontja, (2) egy n—2-hegy kezddépontja, (3) egy n— 1-vélgy kezdbpontja, és az n—1-vélgy végpotja
nem esik egybe az n — 2-hegy mdsodik pontjdval.

Ekkor R tartalmaz egy n — 1-hegyet vagy n pontot konvex helyzetben, kovetkezésépp P tartalmaz
n pontot konvexr helyzetben.

n-2
"o
°
r.\;*krf
.
o e n-1

3. abra. Vlachos tiltott konfiguracioja.

Ez a bonyolult tiltott konfiguracié egy jobb rekurziéra adott lehetoséget, mint az eredeti, Vla-
chos ennek felhasznélasaval azt kapta, hogy

2n —5 2n — 8 2n — 10 29 (2n —4
fn) < <n—2> - <n—3>+(n—3>+2%64<n—2>‘

A gondolatmenetet tovabb finomitottdk és egyszertisitették Hossein Mojarraddal [7], es azt

kaptdk, hogy
2n —5 2n —8 7 (2n—4
< — 2~ — .
fm»_<n—2) (n—3>+ ]6<n—2>
Norin és Yuditsky [9] is ezt a tiltott konfigurdciét hasznalték, a korlétjuk lényegében ugyanennyi,

s6t, valamivel gyengébb, de az 6 érvelésiik nagyon egyszerli, impozans, és remekil ramutat arra,
hogy az 1j tiltott konfiguracié miért ad jobb korlatot. Nagyon élvezetes olvasmany.



4 Suk attorése

Sok konvexr n-szég

Legyen n > 3 es legyen @ egy konvex n-szog. Legyen R = {p1,...,pn} @ csiucsainak halmaza
egy fix koriiljaras szerint felsorolva. Tehdt R konvex helyzetben van. Tekintsiik a sik azon azon
y ¢ R pontjait, amire RU{y} is konvex helyzetli. Ezek a pontok n “tiiskét” alkotnak, ahol az i-edik
tiiske (jeloljik ezt T;-vel) azon pontokbol &ll, melyeket az p;p;+1 egyenes elvilaszt @ belsejétol, de
sem a p;—1p; sem a p;+1Pi+2 egyenes nem valaszt el @ belsejétdl (4. dbra). Itt az indexeket modulo
n értjik. Ha n > 5, akkor a tiiskék koziil legfeljebb kett6 lehet végtelen tartomény, a tébbi tiiske
héromszog lesz. Vegyiik észre, hogy akarhogy is vesziink ki egy-egy pontot mindegyik tiiskébol, a
kapott ponthalmaz konvex helyzetli lesz. A kovetkezd lemma tehdt nagyon sok konvex n-szoget
taldl egy daltalanos helyzetli ponthalmazban, rdadéasul ezek jél struktiraltan helyezkednek el. Ez
Pér Attila és Pavel Valtr [11] eredménye kicsit dtfogalmazva.

4. dbra. A @Q konvex sokszog és a hozzd tartozé T; tiiskék.

3. Lemma [11] Legyen P dltaldnos helyzeti ponthalmaz a sikon. Ha N = |P| > f(2n), akkor
taldlhato eqy n elemid R C P ponthalmaz konvex helyzetben, hogy az dltala meghatdrozott T; tiuskékre

n n

N
1m0 Pz 5

Bizonyitds. Egy egyszeri kettds leszamolassal belatjuk, hogy sok konvex 2n-szog van P-ben. Min-

den f(2n) elemi részében P-nek taldlunk legaldbb egy konvex 2n-szoget. Ez tehét ( fgn)) konvex
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2n-sz0g, de ezek nem mind kiilonbozoek. Egy fix 2n elemii konvex helyzeti halmaz P pontosan
( f(g;)%gn) darab f(2n) elemi részhalmazdban szerepel, tehat legaldbb
N
(f2n) . N 2n
N—2 = 2

kiillonb6z6 konvex 2n-szoget taldltunk P-ben.

Most hagyjuk el ezen konvex 2n-szdgek minden maésodik csicsat. fgy egy konvex n-szoget
kapunk. Nagyon durva felsé becslést alkalmazva latjuk, hogy ilyen konvex m-szég maximum N
van, igy legaldbb N™/(f(2n))?" kiilonboz6 konvex 2n-sz6gbdl ugyanazt az R konvex n-szoget kell
kapnunk. Marpedig ha egy konvex 2n-sz6g minden masodik cstcsat elhagyva pont R-et kapjuk,
akkor az R-hez tartozé T; tiiskék mindegyikébdl pontosan egy pontot hagytunk el, igy a széba
johetd konvex 2n-szogek széma maximum [[;*, |7; N P|. Ez pont a lemma &llitdsat igazolja. O

Attekintés

Andrew Suk bizonyitdsa igy foglalhatd 6ssze. MegfelelGen nagy altalanos helyzetii ponthal-
mazban probal konvex n-szoget taldlni. Ehhez a 4. Lemmat hasznalja n helyett egy sokkal kisebb
k értékre, és az igy talalt @) konvex k-szog T; tiiskéiben hasznélja kiilon-kiilon Erdos és Szekeres
hegyekre és volgyekre vonatkozo éles eredményét. Nem kétféle (hegy és volgy) részhalmazt keres T;-
ben, hanem négyféle “irdnyultsdgot” kiilonboztet meg: (1) a Q-fel6l nézve domboru (az @ sokszogre
“raboruld”) iveket; (2) a @ fel6l nézve homort (Q-t6l “elhajls”) iveket; (3) a balrdl, T;_; fel6l nézve
dombori {veket; és végiil (4) a jobbrdl, T;.-fel6l nézve dombori {veket. A pontos definiciét lasd
késébb. A gondolatmenet lényege, hogy (1)-es tipusi iveket minden méasodik tiiskébol egyesiteni
lehet, és még igy is konvex helyzetii ponthalmazokat kapunk (5. abra), valamint egy T; tiiskében
1évé “jobbrél domborid”, azaz (4)-es tipusu iv és a kovetkez6 T4 tiiskében 1év6 “balrél dombord”,
azaz (3)-as tipusu {v Qnidja is konvex helyzet(i (6. dbra).

Ha k megfelelGen kicsi n-hez képest akkor a 3. Lemma nagyon hatékony. Legyen () a lemma
altal biztositott k-szog. A Q-hoz tartozd egyetlen atlagos T tiiskében a ponthalmazunk N pontjabdl
legaldbb N/(f(2k))? darab esik, széval alig vesztiink valamit. A kovetkezd 1épés a T-be es6
pontparok kozotti szakaszok osztdlyozasa “laposra” , azaz a () k-szog T-t hatarold oldlaval majd-
nem parhuzamosra és “meredekre”. Egy klasszikus kombinatorikai tétel, a Dilworth tétel biztositja,
hogy talalunk egy nagy halmazt a T-ben, hogy a koztik lev szakaszok mind laposak, vagy mind
meredekek. A lapos esetben a klasszikus hegy-volgy tétel alapjan taldlunk nagy (1)-es vagy (2)-es
tipust ivet, a meredek esetben ugyanez a tétel biztositja, hogy nagy (3)-as vagy (4)-es tipusu ivet
taldlunk. Itt az (1)-es tipusi ivekb6l olyan sokat tudunk Gsszefiizni, hogy ha igy sem kapunk konvex
n-szoget, akkor a lapos részek nagyon kicsik kell, hogy legyenek. A meredek részeknél meg épp két
fvet tudunk Osszeflizni, ez adja a koriilbeliil kettes faktor javulast (konvex n/2-szog helyett konvex
n-sz0g), ami Suk bizonyitdsdnak a lényege.

A fenti intuiciot a kovetkez6kben precizebbé tessziik. A részletekben Suk eredeti bizonyitasa,
[14], helyett a Holmsen-Mojarrad-Pach-Tardos bizonyitdst kovetjiik, [5].
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Részletek

Rogzitstink egy nagy n természetes szdmot és egy altalanos helyzetii P ponthalmazt a sikban,
ami nem tartalmaz n pontot konvex helyzetben. Célunk egy felsé korlatot adni n fiiggvényében
az N = |P| szdmossagra. Ez a korldt (pontosabban az eggyel nagyobb szam) nyilvdn f(n)-nek is
korlatja.

Elbszor is valasztunk egy paros k szamot, mely jéval kisebb n-nél. Alkalmazzuk a 4. Tételt
erre a k szamra. Ha N > f(2k), akkor kapunk egy @ = pipa...pr konvex k-szoget igy hogy a
hozzatartozé T; tiiskék teljesitik, hogy

k
IR 1

ahol P, = PN1T;.

Tegytik fel az egyszeritiség kedvéért, hogy a T; tiuskék mind haromszogek. Ez a feltevés két
kiilénbozé okbdl sem jelent valédi megszoritdst. Egyfelél pontosan ugyanezt a becslést lehet nagyon
hasonldéan bizonyitani a feltételezés nélkiil is, csak ehhez a végtelen tiiskékben keresett ponthalma-
zokat kicsit koriilményesebben kellene definidlnunk. Madsfel6l pedig hasznédlhatjuk, hogy & > 5
esetén legfeljebb ketto tiiske nem haromszog. Ha ezekben a végtelen tiiskékben egyéltalan nem
keresiink konvex helyzetii ponthalmazokat, és csak a véges tiiskékre koncentralunk, akkor a hasonld
moédszerrel kapott becslés csak egy konstans faktorral lesz rosszabb, azaz a kitevében szereplo
hibatag csak egy additiv konstanssal no.

Most egy fix P; halmazt vizsgdlunk és definidlunk rajta egy részbenrendezést. Az z,y €
P; pontokra azt mondjuk, hogy =z =<; vy, ha a p;_1p;roy haromszog tartalmazza a p;_1p;rox
héromszoget. Itt és a tovabbiakban az indexeket modulo k értjiikk. Ez nyilvdn részbenrendezés. A
bizonyitas attekintésében az Gsszehasonlithatd pontparok koézotti szakaszt mondtuk meredeknek,
a nem oOsszehasonlithatéak kozottit meg laposnak. Ldncnek mondjuk P; egy részhalmazat, ha
barmely két eleme Gsszehasonlithaté ebben a részbenrendezésben, antildncnak meg az olyan rész-
halmazt mondjuk, amely nem tartalmaz sszehasonlithaté elemeket. Dilworth tétele (illetve annak
egyszeriibb irdnya) szerint van olyan @Q); ldnc és R; antildnc P;-ben, amelyekre

|Qil - |Ri| = [Pl (2)

Vaélasszuk meg a koordinatarendszert Ugy, hogy a p;_1p; egyenes az y-tengellyel parhuzamos
(fliggbleges) legyen, és p; p;—1 f0lott helyezkedjen el. Ezzel meghatéroztuk, hogy R részhalmazai
koziil melyek a hegyek és melyek a volgyek. Legyen A; és B; a legnagyobb hegy, illetve volgy az R;
antilancon beliil. A bizonyitds attekintésében ezeket hivtuk (1)-es és (2)-es tipusu iveknek. Az R;
halmazban nincs sem (|A;| + 1)-hegy sem (|B;| + 1)-volgy, igy az 1. Tétel szerint

|Ai| + | Bi| — 2
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Meg kell még emliteni, hogy az 1. Tétel csak olyan ponthalmazokra alkalmazhatd, ahol az z-
koordinatak mind kiilonboznek, de mivel feltettiik, hogy a T; tiske egy haromszog, R pedig egy
antilanc, ez teljesiil.

Most forgassuk el a koordinatarendszert, mégpedig ugy, hogy p;+1 épp fliggdlegesen p; folott
legyen. Legyen Cj illetve D; a legnagyobb hegy, illetve volgy a @; lancban erre a koordindtarend-
szerre nézve. A bizonyitds attekintésében ezeket hivtuk (3)-as illetve (4)-es tipusi iveknek. Mivel
Q; lanc, pontjainak z-koordindtai kiillonbozdek, igy alkalmazhatjuk az 1. Tételt:

‘ |Ci| + |Di| — 2
@< (95777, ()

Egyszerii geometriai megfontolds mutatja, hogy A; U AzU---U Ag_1 konvex helyzetben van (5.
abra), és ugyanez vonatkozik Ay U Ag U ---U Ag-ra is. (Itt is hasznaljuk a feltevést, hogy minden
tiiske véges.) Feltettiik, hogy a P ponthalmazban nincs n pont konvex helyzetben, igy

k
> A < 2n. (5)
=1

5. dbra. As U A4 konvex helyzetben van.

A B; halmazokat nem tudjuk kombindlni, de egyenként mindegyik konvex helyzetben van, tehat
|Bi| <n (6)

teljesiil minden ¢-re.
Nem nehéz azt sem belatni, hogy a D; UC; 1 halmaz is konvex helyzetben van minden ¢ esetén
(6. abra), igy |D;| 4+ |Cit1] < n, tehat

k

> (ICi| + |Di]) < kn. (7)

=1
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6. abra. Ds U (5 konvex helyzetben van.

A bizonyitds befejezéséhez mar csak némi szamolasra van sziikség. Eldszor a (3) és (6) egyen-
16tlenségekbdl, valamint egy elemi binomialis egytitthatékra vonatkozé becslésbol kapjuk az alabbia-

kat: |A| |B\ 5
|+ By| — | |
i< ? ? Bi|AZ| |Az“
\Rr_< - ><\ il <

Szorozzuk Ossze ezt a becslést minden i-re és alkalmazzuk az (5) egyenl6tlenséget:

n
[T 1Rl < n2i= 1Al < 2 (8)
=1

A (4) egyenlétlenségnél a binomialis egyiitthatét durvan becsiilve kapjuk, hogy |Q;] < 2/Ci*IP:l és
igy a (7) egyenlétlenséget is hasznédlva adédik, hogy

[]1Qil < 25w (G 1DD < gkn, o
i=1

Végiil az (1), (2), (8) és (9) egyenlétlenségekbdl kapjuk, hogy

N k k k -
—raor < | P < ( \Qi|) ( |Ri|> < 27
ramye = LLRi= (Hled {11

Itt elég a durva f(2k) < f(2k,2k) = (3’;:3) < 2% Decslést alkalmaznunk, és atrendezéssel kapjuk,
hogy

N < 2n+8k+2nlogn/k'
Latszik, hogy k legjobb valasztdsa \/nlogn/2 koriil van, ahonnan

f(n) < 2n+8\/n10g n+1
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lesz a végsd korldtunk. A +1 azért keriilt a kitevébe, mert k értéke nem mindig lehet pont
vnlogn/2, hiszen paros egész szamot kell vélasztanunk.

Itt f(n) sejtett értéke (és egyben az alsé korlatja) 272 4 1, igy a fenti becslés kitevéjében
8yv/nlogn + 3 tekintheté a hibatagnak. Ebben a 8-as faktor 6 ald csokkenthetd azzal, ha f(2k)
értékének becslésére a bizonyitdsban nem ErdGs és Szekeres eredeti felsé korlatjat hasznaltuk,
hanem az épp bizonyitott jobb becslést alkalmazzuk indukciéval.
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