Lovasz lokalis lemmajarol

Tardos Gébor

Lovész Laszl6 igen gazdag matematikai munkassagianak egyik gyongyszeme
a lokdlis lemma. Jelent6ségét felhasznaldsainak rendkiviil nagy szdama adja.
Magat a lemmat sokan sok irdanyba altalanositottdk és nagyon sok kombina-
torikai (és néhdny azon kiviili) probléma megolddsdban jdtszott kulcsszerepet.
Mindezen feliil azért is valasztottam a friss Abel-dijas Lovédsz gyonyorii eredmé-
nyei kozil pont ezt a jelen cikk témdjiul, mert bizonyitdsa egyszerii és csak elemi
modszereket hasznal, igy a lemma legegyszeriibb forméjanak teljes bizonyitasat
megmutathatom.

El6bb azonban néhany szé a hattérrl. Kombinatorikdban gyakori jelenség,
hogy valamilyen struktira létezését gy tudjuk bizonyitani, hogy azt latjuk
be, hogy egy véletlen struktira nagy eséllyel megfelel6 lesz, mikozben egyetlen
konkrét ilyen struktirat sem tudunk explicit médon megadni. Erre dolgozta
ki Erdés P4l az tgynevezett wvéletlen mddszert. Claude Shannon is haszndlt
hasonlé technikat informaciéelméletben. Moddszeriik nagyon széles kérben bi-
zonyult hatékonynak. Példaul ezzel lattdk be olyan nagy kromatikus szdmai
grafok 1étezését, amiknek a legrovidebb kore is hosszi, szintén igy lattak be kis
fokt Un. expandergrdfok 1étezését, valamint nagy Ramsey grafokét, amikre még
visszatériink.

Lassunk egy példat. Tegyiik fel, hogy adott egy n elemii H alaphalmaz k
elemi részhalmazainak egy S rendszere. Egy ilyen rendszert k-uniform hiper-
grafnak is hivnak, S elemei a hiperélek. Ki szeretnénk szinezni H elemeit két
szinnel gy, hogy egyetlen hiperél se legyen egyszinti. Ezt a problémat hivjak
hipergrdf kétszinezési problémdnak. Ahelyett, hogy egy algoritmust adnénk erre,
tekintiink egy wvéletlen szinezést (azaz minden elemet a tobbitdl fliggetleniil
egyenld eséllyel szineziink a két szin egyikére vagy madsikdra). Vizsgdljuk meg
annak a valdszintliségét, hogy lesz egy egyszini hiperél. Egy fix S € S hiperélet
2k féleképpen szinezhetiink, ezek esélye egyenld, de csak kettd esetben lesz S
egyszini, gy ennek valdszintisége 2/2F = 1/2¥~1. Annak a val6szintisége, hogy
valamelyik hiperél egyszinii legfeljebb |S|/2¥~!. Ez nem pontos érték, mert
bizonyos szinezéseknél tobb hiperél is egyszind lesz (igy ezeket a szinezéseket
,t6bbszor szamoljuk”), de felsé becslésnek megfelels. Ha |S| < 2571, akkor az
elébbi valdszinliség 1 alatt van, tehat létezik megfelel6 kétszinezés.

Léssunk egy alkalmazéasét is ennek az egyszerii eredménynek. Egy grafban
csticsok egy halmaza klikket alkot, ha kozottiik minden él be van hizva, mig
fiiggetlennek nevezziik cstucsok egy halmazat, ha egyetlen él sincs koztiikk. Ram-
sey hires tétele alapjdn minden n csicsi grafban vagy van egy koriilbeliil logn/2



elemi klikk, vagy egy ekkora fiiggetlen halmaz. (A cikkben log mindig a
kettes alapi logaritmust jeloli.) De vajon éles-e ez az eredmény? Nem ismert
konstrukci6 olyan n csicsi grafra, amiben minden klikk és fiiggetlen halmaz
mérete polinomidlis lenne logn-ben. Ennek ellenére tudjuk, hogy a Ramsey
tételben szerepld logn/2 koriili korldt majdnem éles, mert majdnem minden
n-csicsu grafra igaz, hogy nincs benne sem 2logn csucsu klikk, sem ekkora
fliggetlen halmaz. Ennek belatdsdhoz elég észrevenniink, hogy egy m cstcsu
grafot tekinthetiink a csics-parok két-szinezésének: ha van él a két csics kozott,
az jelenti az egyik szint, ha nincs él, az a masikat. Ebben a megfogalmazasban
egy U csucshalmaz klikk vagy fiiggetlen halmaz, ha az U-beli parok alkotta
(‘gl) méretil halmaz egyszinli. Annak eldéntése tehat, hogy van-e n csicsi graf
m méretl klikk vagy fiiggetlen halmaz nélkiil, épp egy hipergraf kétszinezési
probléma. Ez egy (?)—uniform hipergraf, amiben (::L) hiperél van, ezek az m
méretii csicshalmazoknak felelnek meg. A fent bizonyitott eredmény szerint
tehat van n csticsu graf, amiben nincs m elem klikk vagy fliggetlen halmaz, ha

(M) < 2(5)-1, Bgyszerfi szémitds mutatja, hogy m = [2logn] valasztds mel-
lett (n > 2 esetén) teljesiil a feltétel, tehdt a Ramsey tételében szerepld korlat
nagysagrendileg éles. (S6t, azt sem nehéz megmutatni, hogy ahogy n né, az
ilyen, ugynevezett Ramsey grdfok aranya az Osszes n csicsu graf kozott 1-hez
tart.) Ezt az als6 becslést Erdds P4l latta be 1947-ben, [1], de az alsé és fels§
becslés kozotti négyes faktort azota sem sikeriilt lejjebb szoritani.

Lovész lokélis lemmaéja Erdds és Lovész egy 1975-6s cikkében jelent meg, [2].
Ok is a hipergraf kétszinezési problémét vizsgaltdk. Azt bizonyitottdk, hogy
egy k-uniform hipergraf kétszinezhetd, ha k > 2 és tetsz6leges S hiperélet ma-
ximum 2F72 masik hiperél metsz. A fenti egyszerti gondolatmenet akkor adta
a kétszinezhetséget, ha a hiperélek teljes szdma kevesebb, mint 2F~1, tehat
egy globélis korlatot adott a hipergraf méretére. Az Frd&s-Lovisz eredmény
numerikus korldtja icipicit gyengébb, de az egy lokdlis korlat. A teljes hipergraf
mérete tetszéleges (akdr végtlelen is) lehet, csak az a lényeg, hogy egyetlen
hiperél hany maésikat metsz. Ez lehet6vé tette a véletlen médszer alkalmazdasat
a korabbindl sokkal tobb esetben. Mig korabban a véletlen moddszert féleg
olyankor lehetett alkalmazni, ha egy véletleniil valasztott struktira (graf, szf-
nezés, stb.) nagy eséllyel teljesitette a kivdnalmakat, az j médszer, amely a
Lovasz-féle lokélis lemma alkalmazédsan alapul, sok olyan esetben is miikodik,
amikor ,tiit keresiink szénakazalban”, azaz annak a valészinlisége, hogy egy
véletlen struktiira megfelel, akar exponencialisan kicsi is lehet. Ilyen a hipergraf
kétszinezés is: ahogy a hipergraf mérete né, a véletlen szinezés egyre nagyobb
valdszintiséggel teszi egyszinlivé valamelyik élet.

A fenti hipergraf kétszinezési eredmény egyszeriien kovetkezik a lokalis lem-
ma alabbi, egyik legegyszeriibb formajabol. A tovabbiakban e a természetes
alapu logaritmus alapja, e = 2.71 ...

Lovész lokdlis lemma (szimmetrikus valtozat) Legyen A események egy véges
csalddja eqy wvaldsziniségr térben, ezeket hivjuk rossz eseményeknek. Tegyiik
fel tovdbbd, hogy adott eqy G grdf (a fliggdségi graf), melynek csicsai a rossz
események, és teljesil, hogy tetszdleges A rossz esemény figgetlen a vele nem



szomszédos rossz események halmazdtol. Legyen d a G grdf mazimdalis foka. Ha
egyetlen rossz esemény valdszintisége sem tobb, mint 1/((d + 1)e), akkor pozitiv
annak a valosziniisége, hogy egyik rossz esemény sem kovetkezik be.

A lemméban egyetlen bonyolult fogalom szerepel, ez a fliggetlenség. Az A
és a B eseményt figgetlennek mondjuk, ha P [A A B] = P[A|P[B]. Itt AAB az
A és B események metszetét jeloli, tehat azt, hogy mindketté bekovetkezik.
Példaul két diszjunkt halmaz egyszintisége egy uniform véletlen szinezésben
fliggetlen. A lemmaban azonban nem paronkénti fliggetlenség szerepel, hanem
ennél valamivel tobb. Azt mondjuk, hogy az A esemény filiggetlen események
egy B halmazatdl, ha A minden olyan C eseménytdl fiiggetlen, ami a B-beli
események kombinacidjaként lefrhatd, tehdt ahol C' megadhatd azzal, hogy ki-
kotjiuk néhany B-beli eseményrol, hogy teljestiljon, mig mas B-beliekrol, hogy ne
teljesiiljenek. (Nem nehéz beldtni, hogy ekvivalens definiciét kapunk, ha csak az
egyik tipusu kikotést engedjiik meg. A lemma bizonyitdsaban is csak azt fogjuk
hasznalni, hogy a megfelel6 A esemény fliggetlen az olyan C eseményektdl, amik
bizonyos B-beliek nem-teljesiilésével adhaték meg.)

Nézzik meg hogyan kovetkezik a fent emlitett eredmény k-uniform hiper-
grafok kétszinezésérdl a lokdlis lemmabdl. Az alaphalmaz uniform véletlen
kétszinezését vizsgdljuk. A rossz események a hiperélekhez tartoznak: azt te-
kintjiik rossznak, ha a hiperél egyszinii. Mindegyik rossz esemény val6szintisége
p = 1/2k-1 A G fiiggetlenségi grafban két rossz eseményt Gsszekotiink, ha a
hozzajuk tartozé hiperélek metszik egymaést. A lemma fiiggetlenségi feltétele
teljesiil, hiszen ha az A rossz esemény egy S hiperél egyszintiisége, akkor A csak
az S-ben szereplé pontok szinétdl fligg, mig az A-val nem szomszédos rossz
események (és igy azok kombindcidi is) csak az S-en kiviili elemek szinétél
fiiggenek, igy fliggetlenek A-t6l. Ha most a G graf d maximadlis fokszamara
d < 2873 és k > 5, akkor teljesiil p < 1/((d + 1)e), tehdt a lemma szerint
pozitiv eséllyel az Osszes rossz esemény elkeriilhetd, ami épp a hipergraf két-
szinezhetGségét jelenti. (A 2 < k < 4 eset nagyon egyszerien adédik direkt
meggondoldsbdl, de a lokdlis lemma egy madsik formajat is hasznédlhatjuk.) Ez
a gondolatmenet csak véges hipergrafokra alkalmazhato, a végtelen eset ebbol
kompaktsagi meggondolasokkal kovetkezik.

Sokkal egyszertibb lenne a lokalis lemma kimonddasa, ha csak paronkénti
fliggetlenséget haszndlnank benne. A fliggéségi gréfot ekkor egyszertien ugy
definialhatnank, hogy két rossz esemény koézott akkor van él, ha nem fliggetlenek.
Sajnos a lokalis lemma igy kapott er6sebb véltozata nem igaz. Ezt konnyen
lathatjuk pont a hipergraf kétszinezési feladatbdl. Két hiperél egyszintisége
nem csak akkor fiiggetlen, ha hiperélek diszjunktak, hanem akkor is, ha egyet-
len elemben metszik egymaést. fgy ha a hipergrafunk egyszert, azaz barmely
két hiperél legfeljebb egy pontban metszi egymast, akkor a fligg6ségi graf {ires
lenne, maximalis fokszama pedig d = 0. Ismert azonban, hogy tetszéleges k-ra
létezik nem kétszinezhetd k-uniform egyszeri hipergraf. Egy ilyen 3-uniform
hipergrafot adnak példaul a Fano-sik egyenesei, és mér ez is mutatja, hogy a
lokélis lemmanak ez az erésebb verziéja nem lehet igaz.

A lokdlis lemmaéanak azonban sok mas erésebb formdja ismert. Shearer,



[3] pontosan meghatdrozta, hogy adott G fiiggdségi graf és a rossz események
adott valdszinlisége mellett mikor kévetkeztethetiink arra, hogy az Osszes rossz
eseményt pozitiv valészintiséggel elkeriiljiik. Itt most csak egy ennél kevésbé
altaldnos, de egyszeriibb verzidt idéziink, ami azonban még igy is joval dltaldno-
sabb a fenti szimmetrikus valtozatndl. Vegytiik észre, hogy ez a véltozat mindig
alkalmazhaté amikor a szimmetrikus valtozat, de néha olyankor is, amikor az
nem.

Lovéasz lokdlis lemma (egy aszimmetrikus valtozat) Legyen A ,rossz” ese-
mények eqy véges csalddja, legyen G eqy grdf ezeken az eseményeken, mint
csucsokon, és tegyiik fel, hogy minden rossz esemény fiiggetlen a vele nem szom-
szédos rossz események halmazdtdl. Ha minden A € A rossz eseményre teljestil
hogy P[A] + > .4 PIB] < 1/e, ahol A szomszédaira dsszegzink, akkor pozitiv
annak a valdszinisége, hogy eqyik rossz esemény sem kovetkezik be.

A lokalis lemma bizonyitasa

A cikket a lokdlis lemma szimmetrikus véaltozatdanak bizonyitasdval zarom. Néha
atiito erejii eredményeknek is nagyon egyszerii a bizonyitasa, csak éppen meg-
taldlni nehéz ezt az (utdlag) egyszerti bizonyitast. Ez is egy ilyen eset. A
bizonyitds megtalaldsanak koriilményeirdl is mesél Lovasz egy nemrégi Telex in-
terjujban: https://telex.hu/tudomany/2021/03/17/1lovasz-laszlo-abel-
dij-diszkret-matematika-grafelmelet

Bevezetiink néhany egyszerti jelolést: A az A esemény komplementerét jeloli,
azaz A akkor teljesiil, ha A nem. Két esemény metszetéhez hasonléan a A jelet
hasznéljuk akdrhdny esemény metszetére: A\~ A; tehat akkor teljesiil, ha vala-
mennyi A; teljesiil. Eléfordul, hogy nulla esemény metszetérdl fogunk beszélni,
ez a teljes esemény, ami mindig teljesiil. A bizonyitds kulcsfogalma a feltételes
valészinliség. Ha A és B események, P[B] > 0, akkor A wvaldsziniiségét, feltéve
B-t igy definidljuk: P[A|B] = P[AA B]/P[B]. Hasznélni fogjuk a feltételes
val6szinfiség néhdny egyszeri tulajdonsdgat, mint P [A|B] = 1— P [A|B], vagy
a ldncszabdly: P[AN B|C] = P[B|C]P[A|B AC]. Ezek egyszerlien leveze-
thetoek a definicié behelyettesitésével.

A kulcs a kovetkez6 lemma igazolasa. Eszrevehetjiik, hogy a lokalis lemméaban
szereplé 1/((d+ 1)e) korlat helyett a valamivel nagyobb d?/(d 4 1)**! korlat is
elegendd lenne a bizonyitdshoz.

Lemma A szimmetrikus lokdlis lemma feltételei mellett minden A és tdle kii-
l6nb626 By, . .., By, rossz eseményekre teljesiil, hogy P [A| NI~ B;] <1/(d+1).

Bizonyitds. Az allitdst m-re vonatkozé indukcidval bizonyitjuk. Az m = 0
alapeset egyszeriien kezelhetd, de tekinthet6 az altalanos induktiv 1épés specidlis
esetének is. Tegyiik tehat fel, hogy az &llitas teljesiil m kisebb értékeire, és iga-
zoljuk a lemméban szerepl6 egyenlotlenséget. Feltehetjiik, hogy a B; események
kozott elobb szerepelnek azok, amelyek a fiiggdségi grafban A szomszédai, mint
azok, amelyek nem. Tehat Bi,..., By szomszédja A-nak, Byi1,..., B, nem.



A lancszabdly ismételt alkalmazasaval ezt kapjuk:
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A képlet jobb oldaldn megjelenik a becslend6 mennyiség, a képletben megje-
lend tobbi feltételes valdsziniiséget meg egyenként megbecsiiljiik. Az induktiv
feltevésiink miatt teljesiil, hogy

N Bj|=1- A Bi|z21-—=-—",
j=t1+1 Jj=i+1 d + 1 d + 1

hiszen a feltétel itt mar m-nél kevesebb Ej metszete. Tudjuk, hogy A fiiggetlen
a Biy1,..., By eseményektdl, valamint hogy P [A|C] = P[A] teljesiil, ha A és
C fuggetlen, igy:

n
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A fenti harom képletet Gsszerakva:
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Ezzel lényegében meg is vagyunk, hiszen k legfeljebb A fokszdma a fiiggdségi
grafban, tehat legfeljebb d, P[A] pedig becsiilhetd 1/((d + 1)e)-vel. Végezetiil
felhasznaljuk a kozismert (1 + 1/d)? < e egyenlStlenséget, és ezzel a lemma
bizonyitast nyert:

o PA _1(@d+De) 1 Qaldt 1
‘/:\B S@WaLF SWasnd - dsi ¢ “az1 ®

A fenti lemmdbdl gyorsan levezetheté a lokalis lemma &llitdasa. Legyen
Ay,..., A, az Gsszes rossz esemény felsoroldsa. Megint a lancszabalyt alkal-
mazzuk ismételten:

[ha] it sl A a] -0 (ol A 5]) - () o0
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Koszonet

Hélas vagyok Simonyi Gabornak a cikk megirasdban nyujtott segitségért.
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