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1. fejezet

Csomok és vetuleteik

1.1 Csomodk

1.1.1 definicié. Az R3 (vagy S3) tér egy K C R3, az S! kérvonallal homeomorf részét csoménak nevezziik.
Egy K C R3 csomd szelid, ha minden z € K pontnak létezik olyan U, (R3-beli) kérnyezete, hogy az (U,, KNU,)
par a (D3, D') parral homeomorf, ahol D! a D? golyé dtmérdje. (A nem szelid csomdkat vadnak hivjuk.)

A tovabbiakban csak szelid csomdkkal fogunk foglalkozni. Egy alternativ definici6 lenne, hogy megkoveteljiik,
a csomé egyenes szakasz-darabokbdl alljon, vagy hogy differencidlhaté részsokaség legyen.

1.1.2 definicié. A K, és K, csomdk ekvivalensek, ha létezik R3-nak olyan h irdnyitdstarté homeomorfizmusa,
mely az egyiket a masikba viszi.

Egy alternativ definicét ad az, hogy egy csomét az S korvonal bedgyazott képeként definidlunk, ekkor a vad
csomokat elkeriilendd a bedgyazdsrdl kell feltenni, hogy szakaszonként linedris (vagy differencidlhatd) legyen.
Két kézenfekvo ekvivalencia adédik ebben az esetben:

1.1.3 definicié. 1. Az fo, f1: X — Y bedgyazasok izotopak, ha létezik egy olyan, a szinteket megérzd, tehat
F(z,t) = (f(x,t),t) alaka F: X x [0,1] = Y x [0, 1] bedgyazds, melyre

f(SC,O) :fO(x)v f(zal):fl(x)

2. Az fo, f1: X — Y bedgyazdsok bedgyazottan izotopak, ha létezik egy olyan H:Y x [0,1] — Y x [0,1], a
szinteket megdrzd bedgyazds, melyre a H(y,t) = (h(y),t) definiciéval

fi=hio fo, ho = idy.

Bérmely két csomé izotép (a fenti 1. értelemben), viszont a bedgyazott izotépidt hasznalva visszakapjuk az
els§ definicié ekvivalencia-fogalmat. A tovdbbiakban tehdt az 1.1.3(2.) definicié szerinti ekvivalenci-fogalmat
tekintjitk (bar sokszor ’izotép’ csomokrdl beszéliink akkor is, amikor valdjdban ’bedgyazottan izotépra’ gondol-
unk.) A tovébbiakban csak irdnydtott csomokat tekintiink, tehéat rogzitjiik a csomé egy koriiljarasét.

Legyen prp:R?® — P egy P < R? sikra valé (mer6leges) vetités. Egy K csoméra a prp(K) kép a csoméd
vetiilete. Tegyiik fel, hogy K egy szakaszonként linedris leképezéssel van megadva. A prp vetitést requldrisnak
nevezziik, amennyiben csak duplapontok vannak a vetiiletben (vagyis a vetiilet minden ¢ pontjéra |pr;1(t) N
K| < 2) és K egyik csicsa sem duplapont. Duplapontokndl az alul 16v6 szdl megszakitdsdval kapjuk a csomd
diagramjat, mely mar (bedgyazott izotépia erejéig) meghatérozza a csomét. A kapott objektumot a csomé (prp
vetitéshez tartozd) diagramjdinak nevezzik. A csoméelmélet célja: osztdlyozni a csomdkat, illetve azok érdekes
tulajdonsagait meghatarozni, felismerni.

1.1.4 példak. e A sikon egy bedgyazott korvonallal, mint diagrammal megadott csomé a trividlis csomd.
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1.1 abra: A két haromlevelii csomd; B a balkezes, mig J a jobbkezes valtozat.

1.2 dbra: A P(a,b,c) perec csom6 (a,b,c € Z).

e Az 1.1 dbrdn megadott két csomd a (bal- és jobbkeze) hdromleveld (vagy trefoil) csomé. A jobbkezes
haromlevelli csomé tagja egy altaldnosabb csomé-osztalynak, az Gn. pozitiv térikus csomdk osztélyanak:
Legyen p és q két relativ prim természetes szam. Az R? sfkon vegyiik a p/q meredekségfi, origén dtmend
egyenest. R%-et a Z2? egységracs szerint faktorizdlva egy téruszt kapunk, az emlitett egyenes képe pedig
egy ~y zéart gorbe lesz ezen a téruszon. A térusz standard R3-beli (vagy S3-beli) bedgyazasat tekintve
képét (pozitiv) tdrikus (p, q)-csomdénak nevezzik és T'(p, q)-val jeloljiikk. (Negativ térikus csomdkat kapunk
akkor, ha a T'(p, q) csoméknak valamely R3-beli sikra vett tiikorképét tekintjiik.)

e Az 1.2 dbra-beli csomdk csalddjét, ahol a négyzetekben 16v6 egész szdmok megfeleld (pozitiv esetben
jobbkezes, negativ esetben balkezes) csavarokat jelolnek, perec csomdéknak nevezziik.

1.1.5 feladat. Az a,b,c értékek mely paritdsa mellett lesz a P(a,b,c) perec csomé valéban csomé (tehét
Osszefiiged)?

A diagram valtoztatiasdnak az 1.3 dbrdn mutatott hdrom tipusa nyilvin nem véltoztatja meg a csomé
ekvivalencia-osztalyat. Ezeket a valtoztatdsokat Ry, Ro és Rz Reidemeister mozgdsoknak nevezziik. A fenti
megfigyelés megforditottja azonban mar kevésbé nyilvanvals. (Az aldbb kovetkezd tételt a tovabbiakban bi-
zonyitds nélkiil elfogadjuk.)

1.1.6 tétel (Reidemeister). Legyen Dy és Do két adott csomddiagram. A két diagram pontosan akkor reprezentdlja
ugyanazt a csomdt (bedgyazott izotdpia erejéig), ha a két diagram egymdsba alakithatd a Reidemeister mozgdsoknak
és azok inverzeinek véges sokszori alkalmazdsdval.

1.1.7 megjegyzés. Hasonlé médon tekinthetnénk a csomé vetiiletét az S? gombfeliiletre is, majd a vetiiletnek
csak a stk “véges” tartomdnydba esd részét abrézoljuk. (Ezt az elvet valéban hasznélni is fogjuk.) Létszdlag
egy djabb mozgds bevezetése sziikséges (a végtelen tdvoli ponton valé dthaladds), de nem nehéz 14tni, hogy ez
a Reidemeister mozgdsokkal is megvalésithaté, lasd az 1.4 abrat.
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1.3 dbra: A Reidemeister mozgdsok



1.4 dbra: Az S2 végtelen tévoli pontjan torténd dthaladds. A fiiggbleges szakaszok a végtelen tavoli pontban
taldlkoznak, és egyik vagy masik iranyba elmozditva a végtelen tavoli ponttdl kapjuk a két alsé abrat. Ezeket

Reidemeister mozgasokkal egymaésba lehet transzformalni.
L

O

/X

1.5 abra: Egy keresztezo6dés iranyitott feloldasa

1.2 Invariansok

A fent megismert mozgdsokkal sokszor egyszerlien megmutathatd, hogy két kiillonbozé diagram valdjaban
ugyanazt a csomot adja meg. Nehezebb azonban azt 1atni, hogy bizonyos csomdk kiilonboz6ek; erre szolgalnak
a csomdéinvaridnsok.

Az els6 ilyen invaridns geometriai eredet(i, és dltaldban nem kénnyti a pontos értékét meghatdrozni. A csomé
génuszanak definicidja a kovetkez6 nevezetes tételen alapszik:

1.2.1 tétel (Seifert). Minden K C S3 csomdra létezik egy olyan ¥ C S3 bedgyazott, irdnyitott feliilet, melyre
0% = K. Az ilyen felileteket a csomd Seifert feliileteinek nevezziik.

1.2.2 definicié. Egy adott K csoméra a g(K) génusz az Osszes K-hoz tartozé Seifert felilletek génuszainak
minimuma.

Bizonyitds [Az 1.2.1 tétel bizonyitdsa.] Egy olyan feliilet, melyre 0¥ = K teljesiil, elég egyszeriien megkaphato:
szinezzitk a vetiilet tartomdnyait (vagyis a komplementum komponenseit) sakktdbla-szertien feketére vagy
fehérre, vegyiik az egyik szinhez tartozd tartoményokat, és ragasszuk Ossze Gket a csicsaiknal a csomé altal
diktalt szalagokkal. Az eredmény egy megfelel§ hatarral rendelkez6 feliilet lesz, de esetleg nem irdnyithato.

Az irdnyitashoz vegyiink egy irdanyitast a csomon, és tekintsiik egy diagramjanak irdnyitott felolddsdt, vagyis
minden keresztezédést helyettesitsiink az 1.5 dbran mutatott médon. A kapott irdnyitott korok iranyitott
korlapokat hatarolnak, és a megfelelé szalagokat hozzdjuk ragasztva egy irdnyitott feliiletet kapunk, melynek
hatara K. O

Nyilvdnvaléan g(K) nemnegativ egész, és nem nehéz beldtni, hogy g(K) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha
K a trividlis csomé. Egyenlore azonban még nem lattunk bizonyitast arra, hogy létezik nem-trividlis csomo.
Ehhez egy egyszeriibb invarianst vezetiink be.

1.2.3 definicié. Legyen P, F,Z harom rogzitett szin. A K csomé egy D diagramja hdrom-szinezhetd, ha a
diagram minden ivéhez hozza tudjuk ugy rendelni a szinek valamelyikét, hogy egy keresztezédésben vagy minden
szdl egyszinfl, vagy mind kiilonb6z6, és a diagram nem egyszinii (vagyis a szinezés nem trividlis).
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1.6 abra: A harom-szinezhet6ség invariancidja Reidemeister mozgasokra

1.2.4 lemma. Ha Di,D5 a K csomdé két diagramja, akkor D1 pontosan akkor hdrom-szinezhetd, amikor Ds.
Kovetkezésképp a hdrom-szinezhetdség nem a diagram, hanem a csomd egy tulajdonsdga.

Bizonyitds Pusztan azt kell belatnunk, hogy ha egy diagram harom-szinezheto, akkor egy Reidemeister mozgas
alkalmazdsa ezt a tulajdonsagot nem valtoztatja meg. Az elsé mozgasnal keletkez6 huroknak a keresztezodésben
két ive talalkozik, és igy definicié szerint minden szerepl6 iv egyszinii, kovetkezésképp 6rzi a harom-szinezhetOséget.
A mésodik mozgds esetén két esetet kell megkiilonboztetniink, attél fiiggben, hogy a két iv azonos, vagy
kiilonbo6zé szinli. A harmadik mozgédsra hdrom esetet kiilonboztetetiink meg, attél fliggéen, hogy (valamely
irdnyitdsra) a hdrom befelé mutaté szakasz szinezésében egy, két vagy hdrom szin szerepel. Az 1.6 dbra mutatja
a bizonyitast. |

1.2.5 kévetkezmény. A trividlis csomo és a hdaromlevelid, csomd nem ekvivalensek.

Bizonyitds A két csomd kézenfekvé diagramjaira az egyik harom-szinezhetd, a masik nem. O
1.2.6 megjegyzések. e Valdjaban egy csomé hdrom-szinezhetésége az S* — K komplementum 7 (S® — K)

fundamentdlis csoportjdnak (a csomd csoportjiinak) egy tulajdonsdga: avval ekvivalens, hogy létezik-e
olyan 71(S% — K) — S3 homomorfizmus, mely a csomé koriili kis koroket transzpozicidkba viszi.

e A hirom-szinezhet6ség definicidjaban a Zs = {0, 1, 2} hdrom-elemii ciklikus csoport elemeivel is szinezhettiink
volna, ahol tehét a szabdly az, hogy a szinezés legalabb két elemet hasznal, és egy keresztezodésnél a fels6
szalhoz rendelt b, és a két alséhoz rendelt a és ¢ értékekre a + ¢ = 2b 4ll fenn.

1.2.7 feladatok. (a) Lassuk be, hogy egy csomé diagramjdnak hérom-szinezése pontosan akkor nem trividlis,
ha mindhdrom szint hasznélja.

(b) Vegyiikk a Zy = {0,1,..., N — 1}, N-elemfi ciklikus csoportot (N > 3), és szinezziik ennek elemeivel egy
csomo egy diagramjdnak fveit. Tegyiik fel, hogy a szinezés nem-trividlis (vagyis nem csak egy szint haszndl), és
a keresztezodésekben teljesiti a fenti a + ¢ = 2b szabalyt. Ekkor a diagram N-szinezhetd. Lassuk be, hogy ez a
tulajdonsag a csomé egy tulajdonsiga, vagyis altalanositsuk az 1.2.4 lemmét minden N-re.

(c) Léssuk be, hogy a T'(2,5) térikus csomé nem hdrom-szinezhetd, de 5-szinezhetd. (Tehat T'(2,5) kiilonbozik
mind a trividlis, mind a héromlevelii csométol.)

(d) Léssuk be, hogy a {T'(2,p) | p prim} térikus csomdk csalddjdban a tagok paronként kiilonboznek.

(e) Szamitsuk ki a hdromlevell csomé génuszat.



1.8 dbra: Az s- és d-értékek lokdlis definicidja egy Kauffman allapotra

1.3 Az Alexander polinom

A csomé csoportja a csomonak sokkal érzékenyebb, de sokszor nehezebben Gsszehasonlithaté invaridnsa. A
Wirtinger prezentéciébdl kénnyen ldthatd, hogy a G = 71(S3 — K) csoport G/G’ Abelizdltja végtelen ciklikus,
igyhogy ez sem hasznalhaté arra a célra, hogy ennek segitségével csomdkat kiillonboztessiink meg. Vegyiik azon-
ban a C' = G'/G" Abel csoportot. Ez éppen a csomé komplementuménak a G’ < 7 (S® — K) részcsoporthoz tar-
toz6 végtelenszeres fedésének elsé homolégia-csoportja. Mint Abel csoport ezen hat Z, de a fedétranszforméciok
hatdsa egy mésik Z-hatdst, és {gy egy Laurent polinom-hatast is definidl, {gy C valéjdban egy Z[t,t~'] modulus.
Beldthatd, hogy mint ilyen, egy ciklikus modulus, tehdt elédll C/T alakban, ahol I egy f8idedl. Ekkor I-t egy
Ak (t) Laurent polinom generalja, mely Z[t,t~!]-beli egység (tehdt 4t") erejéig van meghatdrozva. Az {gy
kapott polinom a csomé Alexander polinomja.

A fenti definicié ugyan nem fiigg semmilyen vélasztastdl (és lathatéan csak a csomé csoportjatdl fiigg),
de nagyon nehéz az invarianst kiszamitani. Aldbb egy kombinatorikus dtfogalmazast fogunk megmutatni, bar
annak beldtasdt, hogy a kapott polinom a fenti definiciét kielégiti, nem fogjuk targyalni.

Legyen tehdt D egy adott K csomé diagramja, melyben a keresztezddések halmazat jelolje Cr(D), a tar-
tomdanyokét pedig Dom(D). (A tartomanyok a vetiilet komplementumdnak komponensei.) Jeloljiik meg a
diagram egyik {vét egy x jellel, és legyen Dom(D) azon tartomanyok halmaza, melyek nem tartalmazzak x-et
a hatdrukon (vagyis hagyjuk el a kitiintetett él melletti két tartomdnyt).

1.3.1 4llitas. A Dom®(D) és a Cr(D) halmazok azonos szdmossdgiak.

Bizonyitds Ha c jeloli a keresztezddések szamét, akkor a vetiiletben 2¢ él van (hiszen minden csticsb6l 4 él megy
ki, de igy minden élt kétszer szdmoltunk), tehat Euler poliéder tétele miatt d — 2c+ ¢ = 2, ahol d a tartomanyok
szama. Ebbél az llitas trividlisan adédik. O

1.3.2 definicié. Egy olyan o: Cr(D) — Dom°(D) bijekciét, melyre minden ¢ € Cr(D) esetén ¢ benne van o(c)
hatdrdban (vagyis minden keresztez&déshez egy mellette fekv tartomanyt rendel), a D diagram egy Kauffman
dllapotdnak neveziink. A D diagram Kauffman éllapotainak halmazat Ks(D) fogja jelolni.

1.3.3 példa. A hdromlevelli csoménak az 1.7 dbran bemutatott harom Kauffman dllapota van.

Minden Kauffman allapothoz két értéket rendeliink, a kovetkezo szabaly szerint: egy c; keresztez6désnél
legyen s(o(c;)) a Kauffman 4llapot dltal ¢;-nél elfoglalt tartoményba az 1.8 rajzon megadott érték, és definidljuk
d(o(¢;))-t hasonléan. Ekkor

c;€Cr(D) c;€Cr(D)
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1.9 abra: Az els6 két Reidemeister mozgéastol valé fiiggetlenség

1.3.4 definicié. Legyen D egy adott K csomé diagramja. A

Ak = 3 ()% 50) ¢ g3 4]

oc€Ks(D)
Laurent polinom a csomé Alexander polinomgja.

1.3.5 tétel. Az Alexander polinom a csomd egy invaridnsa, vagyis nem figg a diagram, €s az azon kijelolt él
vdlasztdsdtol.

Bizonyitds A diagram vélasztasatdl vald fliggetlenséget természetesen gy fogjuk beldtni, hogy megmutatjuk, a
polinom nem véltozik Reidemeister mozgasok alkalmazasa esetén. Foglalkozzunk el6szor azzal az esettel, amikor
a megjelolt él a Reidemeister mozgéasban résztvevo kis korlap-beli éleken kiviil van. Az els6 Reidemeister mozgés
esetén a kis tartomédnyban egyetlen keresztez6dés van, igy ott a Kauffman dllapot mindig ugyanaz, és ennek
hozzdjarulasa s-hez és d-hez is nulla, igy bevezetése vagy elhagydsa nem véltoztat a polinom értékén.

A mésodik Reidemeister mozgds esetén, a mozgds eredményekén eldllé diagramban (az 1.9 dbrén) az
allapotokat két csoportba oszthatjuk, attd fliggéen, hogy a kis bigonon kiviili jel a bigon fliggoleges tengelyén
(tehdt ’szimmetrikusan’), vagy atté jobbra/balra (tehét ’aszimmetrikusan’) helyezkedik el. Az els6 tipusd
allapotok megfelelnek a mozgas el6tti diagram allapotainak, és mivel a két pont hozzajarulasa ekkor kioltja
egymadst, az ilyen allapotok s- és d-értékei nem valtoznak. A tovabbi allapotok pedig az 4bran mutatott médon
parba allithatdéak, és a parokon belil az s-értékek megegyeznek, mig a d-értékek eggyel kiilonboznek, igy az
Osszegben ezek a tagok egymadst ki fogjék ejteni. (Az dbrdn egy rogzitett irdnyitds esetét rajzoltuk le, a tobbi
eset is hasonléan miikodik.)

A harmadik mozgés esetében valamivel tobb esetet kell megnézni. A lokalis képen hét tartomany és harom
csucs szerepel, igy négy tartomény ’kiviilrol” kapja az allapotat. Ez a négy tartomény vagy egymaéds melletti,
vagy harom egymads melletti és a negyedik nem érintkezik veliik, vagy 2-2 megoszlasban érintkeznek. Az els6
esetben a mozgés el6tt és utan is csak egyféle allapot irhaté a lokalis képbe, és ennek hozzajaruldsa a mozgés
soran nem valtozik. A masodik esetben egy illetve harom lehetdség van, de a harombdl ketté kiejti egymast az
Osszegben. Az utolsé esetben két-két lehetOséget kell Gsszehasonlitanunk, melyek s- és d-értékei parban allnak,
igy az allapotok s- és d-értékei is megfelelnek egymasnak. Az 1.10 abran ismét egy iranyitdsvalasztas lathato,
a tobbi eset is hasonléan intézhetd el.



1.10 dbra: A harmadik Reidemeister mozgastdl vald fliggetlenség
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Kovetkez6 1épésként megmutatjuk, hogy a kitlintetett pont valasztdsatol a valasz fiiggetlen. Ehhez pusztan
egy keresztezédésen kell a pontot ’atjuttatni’. A diagramot az S? gombfeliileten tekintve, a keresztez6dést
tegyiik éppen a végtelen tavoli pontba. A kijelolt pontot nem tartalmazo szélat a két iranyba mozditva, majd
az egyiken olyan Reidemeister mozgasokat végezve, amikor a kijelolt pont tavol’ van, épp a kivant két abrét
kapjuk.

Végiil ha a kijelolt pont a tervezett Reidemeister mozgas kozelében van, el6szor az elobbiek alapjan vigytik

messze, végezzilk el a Reidemeister mozgast, majd vigyik a kijelolt pontot vissza.

bizonyitdst be is fejezi.

1.3.6 feladatok. (a) Szamitsuk ki a T'(2,2n + 1) térikus csomék Alexander polinomjét.
(b) Hasonlitsuk 0ssze a bal- és jobbkezes haromlevelii csomé Alexander polinomjét.

A kovetkezd tételt bizonyitas nélkiil kozoljlik:

1.3.7 tétel. Legyen K C S® egy adott csomd. Ekkor

1.3.8 feladat. A fenti tételt alkalmazva hatdrozzuk meg a T'(2,2n + 1) térikus csomé génuszat.

Ak (t) € Z[t,t71);

Ak (t) = A (™), vagyis Ax(t) = a0+ >y a;i(t' +17%) (an #0);

g(K) <mn;

Ez utolsé észrevétel a

a

Ha K-nak van alterndlé diagramja (vagyis egy olyan diagramgja, melyen korbehaladva az alul- és feliil-
keresztezddések vdltakozva fordulnak eld), akkor n = g(K).

a
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1.11 4bra: A bogozési reldciéban résztvevd vetiiletek. (Az Lg vetilletben szerepld szaggatott szakasz a reldcié
bizonyitdsdban jatszik majd szerepet.)

1.4 A bogozasi relacio

A fentiekben az Alexander polinomot csak csomoékra definidltuk. Legyen tehdt L egy esetleg tobb komponensii
lanc. Ha a lancnak van nem Osszefiiggd vetiilete, akkor definialjuk a polinomot 0-nak, egyébként vegyikk L
egy (Osszefiiggd) vetiiletét, és erre ismételjikk el a csomékra tanult definiciét. (A Reidemeister mozgédsokra
valé invariancia ugyanugy miikodik, a pont mozgatasa azonban nem, hiszen nem tudunk egyik komponensrél a
masikra dtlépni. A pont vélasztdsatol vald fiiggetlenseg éppen a bogozdsi reldciébdl fog kovetkezni.)

1.4.1 tétel. Legyen Ly, L_, Ly hdrom olyan (iranyitott) ldnc, melyeknek egy rogzitett projekcidjdra teljesil az,
hogy eqy kis kérlapon kivil megegyeznek, a korlapon belil pedig az 1.11 dbra szerint néznek ki. Ekkor a megfeleld
Alexander polinomokra

1 1
Ap, —Ap_ = (t2 —t73)Ap,

+

teljestil.

Proof. Tegytik fel, hogy Ly minden vetiilete Osszefiiggo, és tekintsiik az adott vetiiletet. Vegyilkk ennek a
diagramnak egy Kauffman allapotat. Ekkor a szaggatott szakaszt tartalmazd tartomanyban a Kauffman allapot
a tartomanynak vagy a szakasz feletti, vagy a szakasz alatti egyik keresztez0désénél van. Ilymédon L-ban
és L_-ban az 1j keresztez6désben egyetlen valasztdsunk van arra, hogy az Lg-beli adott Kauffman allapotot
kiterjessziik. Az allapotok értékét kiszamitva azt latjuk, hogy az L,-belib6l az L_-belit levonva az Lg-beli

(t% — f%)—szeresét kapjuk.

A fentiekben minden Lg-beli dllapotot szambavettiink, de nem minden L,- és L_-belit. FEzek nyilvan
meghatarozzak egymast, és csak azokat kell még megvizsgdlni, amikor az j keresztez6désnél a jel oldalt van.
Ezekre az allapotokra az s és d értékek azonban konnyen lathatéan megegyeznek, igy a kiilonbségben kiesnek.

|

Valdjdban a bogozési reldcié és a Ay = 1 normadlds (ahol U a trividlis csomé) meghatérozza az Alexander poli-
nomot. Ez a tény abbdl kovetkezik, hogy alkalmas bogozési relaciéban két csomd ’egyszeriibbnek’ valaszthatd,
mint a harmadik: az egyiknek a keresztez&dés-szama kisebb, mig a masikat kevesebb keresztez6dés-cserével lehet
kicsomézni. (Ehhez meg kell gondolni azt, hogy minden csomé kicsomézhaté véges sok keresztezddés-cserével:
induljunk el egy csomén és érjiik el azt, hogy mindig a fels6 {ven megyiink, mindaddig mig vissza nem értink
egy olyan keresztez0déshez, amin mar egyszer atmentiink — ekkor a hurok leréviditheto, és a keresztezHodések
szdma gy csokkenthetd.)

1.4.2 feladat. L&assuk be, hogy egy kétkomponensii ldnc Alexander polinomja nem fiigg a kitiintetett iv
vélasztdsdtol. (Haszndljuk a bogozési reldciét és a hasonld tételt csomdkra.) Indukcival ldssuk be ezt az
allitast tetszoleges lancra.

1.5 Kitekintés

Az Alexander polinomot J. W. Alexander definidlta 1928-ban megjelent dolgozataban; a definicié fent ko6zolt
atirasa L. Kauffman nevéhez fliz6dik. Sokdig ez a polinom volt csomdk egyetlen igazan hatdsos invariansa.
1985 koriil V. Jones taldlt egy mdsik polinom invaridnst (mely mér a jobb- és balkezes héromlevelii csomét



is meg tudta kiillonboztetni). Ismét Kauffman fogalmazta &t az eredeti definiciét a fentihez nagyon hasonlité
kombinatorikus forméaba. Baér olyan K csomdét nem nehéz taldlni, melynek Alexander polinomja a trividlis
csom6 Alexander polinomjéval egyezik meg (pl. a P(—3,5,7) perec csomd ilyen), az még ma is nyitott kérdés,
hogy van-e olyan csomd, mely nemtrivislis, de Jones polinomja a trividlis csomé Jones polinomjdval egyenld. A
Jones polinom felfedezése utan a két polinom ko6zos altalanositdsaként fedezték fel az in. HOMFLY polinomot
(a hat felfedezd neveinek kezdSbetiiib6l.)

Az elmult néhany évben a polinomok ismét reneszanszukat élik: 2000-ben Khovanov egy olyan homologia-
elméletet talalt, melynek Euler karakterisztikaja éppen a Jones polinom. Néhany évvel késébb Ozsvath és Szabd
(Khovanov médszerétdl teljesen eltérd médon) egy mdsik homoldgia-elméletet taldlt, mely az Alexander poli-
nomot adja Euler karakterisztikaként. (Napjainkban pedig egy olyan elmélet is megsziiletett, mely a HOMFLY
polinomot adja vissza.) Ezekrol az elméletekrdl beldthat6 (de nem egyszerfien), hogy meghatdrozzak a trividlis
csomét, vagyis nemtrividlis csomé invaridansa kiilonbozik a trividlisétol.



