Perfekt Graf Tétel: Egy graf pontosan akkor perfekt, ha a komplementere perfekt.

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a fenti allitas ekvivalens avval, hogy "Ha G perfekt, akkor
a komplementere is perfekt.”

A Perfekt Graf Tétel bizonyitasa helyett egy erdsebb tételt bizonyitunk. (Ezt szintén
Lovasz Laszl6 bizonyitotta valamivel a Perfekt Graf Tételre adott eredeti bizonyitdsanak
megsziiletése utédn.)

Tétel (Lovasz tétele): Egy G graf akkor és csak akkor perfekt, ha minden G’ feszitett
részgrafjara teljesiil, hogy
(@) - w(@) = V()]

Megjegyzés: A fenti feltételt G helyett G-re felirva nem torténik mds, mint az, hogy a(G)
és w(G) "szerepet cserél,” hiszen a(G) = w(GQ) és w(G) = a(G). Ezért a Tétel dllitdsabol
kovetkezik, hogy GG pontosan akkor perfekt, ha G perfekt, ami éppen a Perfekt Graf Tétel

allitasa.

A most kovetkez6 bizonyitas Gaspariantdl szarmazik.

A bizonyitast a kovetkezd tagoldsban ismertetjik. Egy rovid el6készité szakasz utian a
bizonyitas lényegi részét harom lemma bizonyitasara fogjuk bontani.

A bizonyitas elokészitése:

Az allitas azon része, hogy perfekt grafok teljesitik a fenti egyenl6tlenséget majdnem nyil-
vanvalé: Ilyenkor minden G’ feszitett részgrafra x(G') = w(G’), a(G’) - x(G") > |V(G')]
pedig tetszéleges G’ grafra igaz, hiszen x(G') darab, egyenként legfeljebb a(G’) méretii
szinosztaly le kell tudja fedni az egész V (G') szogponthalmazt. (Azt, hogy egy szinosztaly
legfeljebb a(G’) méretii onnan tudjuk, hogy az azonos szinnel szinezheté pontok mindig
fiiggetlenek, a(G’) pedig éppen a legnagyobb fiiggetlen halmaz mérete G'-ben.)

Az allitas lényegi része tehat az, hogy amennyiben a fenti egyenl6tlenség egy graf minden
feszitett részgrafjara teljesiil, akkor a graf sziikségképpen perfekt.

Egy grafot imperfektnek fogunk hivni, amennyiben nem perfekt. Azt mondjuk, hogy G
minimdlis imperfekt graf, ha § maga nem perfekt, de minden néla kisebb (azaz valddi)
feszitett részgrafja az. A perfektség definiciéjabdl kovetkezik, hogy minden imperfekt graf
tartalmaz minimalis imperfekt grafot feszitett részgrafként. Azt fogjuk igazolni, hogy ha
G minimélis imperfekt graf, akkor a(G)w(G) < |V(G)|, ebbél kévetkezik, hogy imperfekt
grafokban nem teljesiilhet az el6bbi egyenlotlenség forditottja minden feszitett részgrafra,
ami épp az allitassal ekvivalens.

Most kimondjuk és bebizonyitjuk az els6 lemmat.

1. Lemma: Ha G minimélis imperfekt graf, akkor csicsainak tetszéleges A C V(G)
fiiggetlen halmazara
w(G - A) =w(G).
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Az 1. Lemma bizonyitdsa: Legyen G a feltétel szerinti, és tegyiik fel indirekt, hogy w(G —
A) # w(G). Ez azt jelenti, hogy w(G — A) < w(G). Viszont G minimélis imperfekt volta
miatt (G — A) perfekt, igy kiszinezheté w(G — A) szinnel. Eggyel t6bb szinnel viszont maga
G is kiszinezhet, hiszen a (G — A)-ban nem szerepld pontok fiiggetlen halmazt alkotnak,
ti. éppen A-t. Ezért x(G) < x(G— A)+1=w(G - A) + 1 < w(G) adddik, ahol az utols6
egyenl6tlenség az indirekt feltevés kovetkezménye. Ez viszont azt jelentené, hogy G maga
is perfekt, hiszen nemcsak minden részgrafja, hanem 6 maga is kiszinezheto annyi szinnel,
amennyi a benne levo legnagyobb klikk mérete. De G a feltétel szerint nem perfekt, igy
ellentmonddésra jutottunk, ami bizonyitja a lemma allitasat.

2. Lemma: Legyen G minimélis imperfekt graf. G fliggetlenségi szamat jelolje «, klikk-
szamat w. Ekkor megadhaté G fliggetlen halmazainak egy Ag, A1, ..., Ay és klikkjeinek
egy By, B1,. .., Ba, rendszere gy, hogy Vi-re A; N B; =0 és Vi # j-re A,NB; # 0.

A 2. Lemma bizonyitisa: Eloszor megadunk egy Ag, Ai,...,Aqw és By, B, ..., Baw
fiiggetlen halmazokbol, illetve klikkekbdl allé rendszert, majd megmutatjuk, hogy ezek
rendelkeznek a kivant tulajdonsaggal.

Legyen Aq egy tetszéleges (de mostantdl rogzitett) maximdlis méretii fiiggetlen halmaz
G-ben, vagyis |Ag| = a. Az Ay halmaz elemei legyenek aq,...,a,. Most tekintsiik a
G—{a1} grafot. Ez perfekt és az 1. Lemma szerint w a klikkszama. (Itt felhasznaltuk, hogy
egyetlen pont is fiiggetlen halmazt alkot, vagyis {a;} beirhaté az 1. Lemméban szereplé A
fiiggetlen halmaz helyébe.) Mivel G —{a;} perfekt, ez azt jelenti, hogy a kromatikus szdma
is w-val egyenld. Tekintsiik egy optimalis szinezését, és Ay, As, ..., A, legyenek ennek a
szinezésnek a szinosztalyai. Hasonléan definialjuk az A, 11, ..., Ag, fiiggetlen halmazokat
mint a G—{as} graf egy optimélis szinezésének szinosztalyait. Altalanossagban is legyenek
AG1ywt1s AG—1)-wt2s - - 5 Aiw & G —{a;} perfekt graf egy optimalis szinezésének szinosz-
talyai. (Az i itt befutja az 1,2,..., a szdmokat.)

Az 1. Lemma révén tudjuk, hogy tetszoleges fiiggetlen halmazt elhagyva G-bdl a klikk-
szam nem csokken. Ebbdl kovetkezik, hogy minden fenti A;-hez valaszthaté olyan B; klikk,
melynek nincsen kozos pontja A;-vel és mérete w(G). Rogzitsiink egy ilyen B;-t minden
A;-hez, ezzel megadtuk a By, By, ..., By, klikkeket.

Tudjuk, hogy a megadds miatt minden 0 < i < aw-ra A; N B; = (). Megmutatjuk, hogy
ugyanakkor ¢ # j esetén mindig A;NB; # (0 teljesiil. (Ebb6l egyébként azonnal kévetkezik,
hogy ilyenkor |A; N B;| = 1, hiszen egy klikknek és egy fiiggetlen halmaznak legfeljebb egy
k6z6s pontja lehet.)

Tekintsitk B;-t és tegylik fel, hogy Ag N B; = (. Ekkor B; az dsszes G — {a;} grafban
w méreti klikk, igy ezen (tehdt az aktudlis G — {a;}) graf w szinnel térténd szinezésekor
fellépé szinosztalyok mindegyike belemetsz. Ez pontosan annyit jelent, hogy B; N A; # ()
minden j # 0-ra. Eszerint az el6bbi B; csakis By lehet, és valoban egyediil Ag-tél diszjunkt.

Legyen most B; olyan, hogy Ag N B; # 0, s a két halmaz egyetlen kozos eleme legyen
ap. Ekkor B; tovédbbra is w méretii klikk lesz minden olyan G — {a;} gratban, amire
j # k. Ezek w szinnel valé szinezésekor tehat B; metszi az Osszes szinosztalyt. A G — {ay}
grafban pedig B;-bol egy w—1 méretii klikk marad meg, tehat ennek a grafnak az w szinnel
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torténo szinezésekor B; egy kivételével minden szinosztilyt metsz. Ez azt jelenti, hogy az
Ag, Ay, ..., Ay, figgetlen halmazok koziil B; ismét csak pontosan egytol lehet diszjunkt,
ez pedig akkor csakis az az A; lehet, aminek parjaul valasztottuk.

Ezzel belattuk, hogy a két megadott halmazrendszer rendelkezik a kivant tulajdonsaggal,
igy a 2. Lemma is bizonyitast nyert.

3. Lemma: Legyenek Ay, As, ..., Ay, és By, Bo, ..., B, egy n-elemii halmaz részhalmazai,
melyekre teljesil, hogy
Vi A; N B; = @,

és

Vi # j |A; N Bj| = 1.
Ekkor m < n.
A 3. Lemma bizonyitdsa: Legyenek adva a lemma feltételeinek eleget tevé A1, Ao, ..., Apy
és By, By, ..., B,, részhalmazrendszerek.

Legyen A az az m-szer n-es matrix, amelynek sorai a A; halmazok uin. karakterisztikus
vektorai. Ez annyit jelent, hogy e matrix ¢-edik soranak j-edik eleme 1, ha az alaphalmaz
j-edik eleme benne van A;-ben, és 0, ha nincs. Hasonléan, legyen B az az n-szer m méreti
maétrix, melynek oszlopai a B; halmazok karakterisztikus vektorai. (Tehdt B-ben az i-edik
sor j-edik eleme 1, ha az alaphalmaz i-edik eleme benne van Bj-ben és 0, ha nincs benne.)

A C := A . B m-szer m-es matrix i-edik soranak j-edik eleme éppen |A; N B;| lesz. Az
A;i-k és Bj-k feltételezett metszédési tulajdonsagai szerint tehat C olyan négyzetes matrix,
melyben a f6atléban csupa 0, azon kiviil mindeniitt 1 all. Ebbol kovetkezik, hogy C' teljes
rangu, vagyis rk(C) = m.

(Az, hogy C teljes rangu, vagyis oszlopai linedrisan fliggetlenek igy lithat6 be. Tegyiik
fel, hogy a C-t alkoté ¢; oszlopoknak valamely Y 7" | A;¢; linedris kombindcidja 0. Mivel
ci-ben az i-edik koordinata 0, de minden mas c;-ben 1, ZT:L#Z' Ai = 0, és ez minden i-re
teljesiil. Tehat a Z;n:l A; 0sszegbdl barmely Aj;-t elhagyjuk a maradék osszeg 0. Ez csak
gy lehet, ha minden A; egyenl6, akkor pedig mindegyik 0 lehet csak. Ebbdl kovetkezoen
a nullvektor fenti felirasa csakis a trividlis felirds lehet, tehat C oszlopai valoban linearisan
fiiggetlenek.)

A szorzas soran a B matrix oszlopai dltal generdlt térbdl az A altal megjelenitett linearis
transzformdciéval képeziink le vektorokat. A képteret generaljak B oszlopainak képei,
vagyis C oszlopai. A képtér dimenzidja igy éppen C rangja, és ez nem lehet nagyobb,
mint az eredeti tér dimenzidja, ami viszont éppen B rangja. Tehat rk(C) < rk(B). Ide
beirva rk(C) = m-et rk(B) > m addédik, ami viszont (lévén B m-szer n-es matrix) csak
ugy lehetséges, ha m < n. Ez volt a lemma &llitasa.

A Tétel bizonyitdsdnak befejezése:

Ha G minimalis imperfekt graf, akkor a 2. Lemma szerint létezik GG csicshalmazanak
két olyan, egyenként aw + 1 méretli részhalmazrendszere, amely kielégiti a 3. Lemma
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részhalmazrendszereire vonatkoz6 feltételt. (A 2. Lemma kimonddsakor csak annyit
kotottink ki, hogy a megfelel6 metszetek tiresek, vagy sem, de a bizonyitas sordn meg-
jegyeztiik, hogy a nemiires A; N B; metszetek mérete mindig 1, hiszen egy klikk és egy
fiiggetlen halmaz nem metszheti egymdést tobb pontban.) Alkalmazhatjuk tehdt a 3.
Lemmaét m helyébe aw-+1-et, n helyébe |V (G)|-t irva. Azt kaptuk tehat, hogy minimalisan
imperfekt G grafra a(G)w(G) + 1 < |V(G). Pontosan ennyi hidnyzott a bizonyitds befe-
jezéséhez, ezzel tehat készen vagyunk.



