
Matematikai képletek gy¶jteménye (1. részlet)
2005/2006 tanév, tavaszi félévTérvektorokJelölések: v = (v1, v2, v3), w = (w1, w2, w3), c = (c1, c2, c3), t ∈ R, i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0),

k = (0, 0, 1).Vektorm¶veletek.
tv = (tv1, tv2, tv3) = tv1i + tv2j + tv3k

v + w = (v1 + w1, v2 + w2, v3 + w3)
v · w = |v| |w| cos(v,w) = v1w1 + v2w2 + v3w3 és teljesül v ·w = 0 ⇐⇒ v ⊥ w

|v| =
√

v · v =
√

v2
1 + v2

2 + v2
3

v × w = det





i j k

v1 v2 v3

w1 w2 w3



, |v × w| = |v| |w| sin(v,w) =
√

v2w2 − (v · w)2, v × w mer®leges
v-re és w-re, és v, w, v ×w jobbrendszert alkot. Teljesül v × w = 0 ⇐⇒ v ‖ w.Azonosságok:
w × v = −v ×w, t(v ×w) = (tv) ×w = v × (tw), v × (w + u) = v ×w + v × u, (w + u) × v =
w × v + u× v.
vwu = (v × w) · u = det





v1 v2 v3

w1 w2 w3

u1 u2 u3



, és teljesül vwu = wuv = uvw = −wvu = −vuw =

−uwv.Egyenes.Ha p0 = (x0, y0, z0) az egyenes egy rögzített pontja, p = (x, y, z) egy tetsz®leges pontja és v aziránya, akkoraz egyenes paraméteres egyenlete: p = p0 + tv,az egyenes paraméteres egyenletrendszere:
x = x0 + tv1

y = y0 + tv2

z = z0 + tv3Az egyenes egyenletrendszere (ha egyik koordinátasíkkal sem párhuzamos, (azaz v1v2v3 6= 0):
x − x0

v1
=

y − y0

v2
=

z − z0

v3Sík.Ha p0 = (x0, y0, z0) a sík egy rögzített pontja, p = (x, y, z) egy tetsz®leges pontja és n = (n1, n2, n3)a normálvektora, akkora sík vektoregyenlete: n · (p− p0) = 0a sík általános egyenlete n1(x − x0) + n2(y − y0) + n3(z − z0) = 0 (vagy n1x + n2y + n3z = A).1



Méretes feladatok.Két pont p0 = (x0, y0, z0) és p1 = (x1, y1, z1) távolsága:
d(p0,p1) =

√

(x1 − x0)2 + (y1 − y0)2 + (z1 − z0)2.Egy P és pont és e egyenes távolsága, ha Q és R az e két pontja: d(P, e) = |PQ×QR|
|PQ| .(Ugyanez síkban, ha p = (x0, y0) pont és e : ax + by + c = 0 egyenes: d(p, e) = ax0+by0+c√

a2+b2
.)Egy p = (x0, y0, z0) pont és S : ax + by + cz + d = 0 sík távolsága: d(p, S) = ax0+by0+cz0+d√

a2+b2+c2
.Kitér® e és f egyenesek távolsága, ahol E1 és E2 az e, F1 és F2 az f egyenesen van:

d(e, f) =
(E1E2 × F1F2) · E1F1

|E1E2 × F1F2|
.Az ABCD paralelogramma területe: |AB × BC|Az ABC háromszög területe: |AB×BC|

2Egy v irányvektorú e egyenes és egy n normálvektorú S sík szöge: sin(e, S) = |v·n|
|v| |n| .Elemi függvényekPolinomok.

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0 =
∑n

i=0 aix
i, ahol n ∈ N, ai ∈ R (vagy ai ∈ C) és an 6= 0.Rolle-gyöktétel: Ha ai ∈ Z, f

(

p
q

)

= 0 és p, q relatív prím egészek, akkor p | a0 és q | an.Exponeniális és logaritmus függvény.
ax de�niált, ha a > 0, értelmezési tartománya R, értékkészlete a pozitív számok (R+), ha a 6= 1.Ha a > 1, lim

x→−∞
ax = 0, lim

x→∞
ax = ∞.

loga(x) de�niált, ha a > 0, a 6= 1, értelmezési tartománya R+, értékkészlete R.Ha a > 1, lim
x→0+

loga(x) = −∞, lim
x→∞

loga(x) = ∞.Teljesül minden x-re loga(a
x) = x és x > 0-ra aloga(x) = x.Azonosságok:

ax+y = axay, (ab)x = axbx, (ax)y = axy.
loga(xy) = loga(x) + loga(y), loga(x) = logb(x)

logb(a)
, loga (xy) = y loga(x).Trigonometrikus, hiperbolikus függvények és inverzeik.

sh(x) = ex−e−x

2
, ch(x) = ex+e−x

2
, th(x) = sh(x)

ch(x)
, cth(x) = ch(x)

sh(x)
.

sin2(x) + cos2(x) = 1 ch2(x) − sh2(x) = 1
cos2(x) − sin2(x) = cos(2x) sh2(x) + ch2(x) = ch(2x)
sin(2x) = 2 sin(x) cos(x) sh(2x) = 2sh(x)ch(x)
sin(x ± y) = sin(x) cos(y) ± cos(x) sin(y) sh(x ± y) = sh(x)ch(y) ± ch(x)sh(y)
cos(x ± y) = cos(x) cos(y) ∓ sin(x) sin(y) ch(x ± y) = ch(x)ch(y) ± sh(x)sh(y)

sin(x) = 2tg(x/2)
1+tg2(x/2)

cos(x) = 1−tg2(x/2)
1+tg2(x/2)

sin2(x) = 1−cos(2x)
2

sh2(x) = ch(2x)−1
2

cos2(x) = 1+cos(2x)
2

ch2(x) = ch(2x)+1
2

sin(x) + sin(y) = 2 sin(a) cos(b) sin(x) − sin(y) = 2 cos(a) sin(b)
cos(x) + cos(y) = 2 cos(a) cos(b) cos(x) − cos(y) = −2 sin(a) sin(b),az utóbbi négy egyenl®ségnél a = x+y

2
, b = x−y

2
, másképpen: x = a + b, y = a − b.2



arcsin(x) + arccos(x) = π
2

arctg(x) + arcctg(x) = π
2

arsh(x) = ln
(

x +
√

x2 + 1
)

arch(x) = ln
(

x +
√

x2 − 1
)

arth(x) = 1
2
ln

(

1+x
1−x

)

(|x| < 1) arcth(x) = 1
2
ln

(

1+x
x−1

)

(|x| > 1)

lim
x→∞

arctg(x) = π
2

lim
x→∞

th(x) = 1Trigonometrikus függvények néhány konkrét értéke:
0◦; 0 30◦; π

6
45◦; π

4
60◦; π

3
90◦; π

2

sin 0 1
2

1√
2

√
3

2
1

cos 1
√

3
2

1√
2

1
2

0

tg 0 1√
3

1
√

3 −
ctg −

√
3 1 1√

3
0Trigonometrikus függvények el®jele:térnegyed: I. II. III. IV.

sin + + − −
cos + − + −Di�ereniálszámítás

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

, illetve f(x) − f(x0) = f ′(x0)(x − x0) + ε(x)(x − x0), ahol lim
x→x0

ε(x) = 0.
f(x) f ′(x) f(x) f ′(x)
xn nxn−1 xx (x > 0) xx(1 + ln(x))
ex ex ax ax ln(a)
ln(x) (x > 0) 1

x
loga(x) (x > 0) 1

x ln(a)

sin(x) cos(x) cos(x) − sin(x)
tg(x) (x 6= π

2
+ kπ) 1

cos2(x)
= 1 + tg2(x) ctg(x) (x 6= kπ) − 1

sin2(x)
= −1 − ctg2(x)

sh(x) ch(x) ch(x) sh(x)
th(x) 1

ch2(x)
= 1 − th2(x) cth(x) − 1

sh2(x)
= 1 − cth2(x)

arcsin(x) (|x| ≤ 1) 1√
1−x2

arccos(x) (|x| ≤ 1) − 1√
1−x2

arctg(x) 1
1+x2 arcctg(x) − 1

1+x2

arsh(x) 1√
x2+1

arch(x) 1√
x2−1

arth(x) (|x| < 1) 1
1−x2 arcth(x) (|x| > 1) 1

1−x2Deriválási szabályok.
(f + g)′ = f ′ + g′, (cf)′ = cf ′, (fg)′ = f ′g + fg′, (

f
g

)′
= f ′g−fg′

g2 , (f(g(x)))′ = f ′(g(x))g′(x).Ha f inverze g, akkor f ′(x) = 1
g′(f(x))

.Ha f(x) paraméteres megadása (x(t), y(t)) és ẋ(t) 6= 0, akkor f ′(x) = ẏ(t)
ẋ(t)

, f ′′(x) = ÿ(t)ẋ(t)−ẍ(t)ẏ(t)
ẋ2(t)

.Függvények érintkezése.
f(x) x0-beli érint®jének egyenlete y − f(x0) = f ′(x0)(x − x0).Az f(x)-hez tartozó nem függ®leges aszimptoták egyenlete y = mx + b, ahol
m = lim

x→∞
f(x)

x
és b = lim

x→∞
(f(x) − mx), a másik pedig m = lim

x→−∞
f(x)

x
és b = lim

x→−∞
(f(x) − mx).

f(x) x0-beli simulókörének egyenlete (x − u)2 + (y − v)2 = r2, ahol
v = f(x0) + 1+f ′2(x0)

f ′′(x0)
, u = x0 − f ′(x0)

1+f ′2(x0)
f ′′(x0)

és r =
(1+f ′2(x0))

3/2

|f ′′(x0)| .3



Függvényvizsgálat.Ha n ∈ N
+ olyan, hogy f (k)(x0) = 0 minden 1 ≤ k < n esetén és f (k)(x0) 6= 0, akkor

f (n)(x0) > 0 f (n)(x0) < 0
n páros x0 minimum x0 maximum
n páratlan f növ® x0-ban f sökken® x0-banHa n ∈ N+ olyan, hogy f (k)(x0) = 0 minden 2 ≤ k < n esetén és f (k)(x0) 6= 0, akkor

f (n)(x0) > 0 f (n)(x0) < 0
n páros f konvex x0-ban f konkáv x0-ban
n páratlan x0-ban in�exiós pont vanTaylor-formula. (n fokú x0 körüli Taylor-polinom, Lagrange-maradéktaggal):

f(x) =

n
∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)

k +
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x − x0)

n+1, ahol ξ ∈ (x0, x) vagy ξ ∈ (x, x0)(Nevezetes függvények Taylor-sorait lásd a Sorok, sorozatok, függvénysorok ím¶ részben.)Sorozatok, sorok, függvénysorokNevezetes határértékek:
lim

n→∞
qn = 0, ha |q| < 1; lim

n→∞
n
√

q = 1, ha q > 1; és lim
n→∞

n
√

n = 1.
lim

n→∞

(

1 + 1
n

)n
= e és lim

n→∞

(

1 + x
n

)n
= ex

lim
x→0

sin(x)
x

= 1

lim
x→0

ex−1
x

= 1, lim
x→1

x−1
ln(x)

= 1Mértani sor n-edik részletlösszege: n
∑

k=0

qn = 1−qn+1

1−q
, és ha |q| < 1, akkor ∞

∑

k=0

qn = 1
1−q

.
∞
∑

n=1

1
nα konvergens, ha α > 1 és divergens, ha α ≤ 1.

∞
∑

n=1

(−1)n

n
= ln(2)Hatványsor konvergeniasugara: r = lim

n→∞

∣

∣

∣

an

an+1

∣

∣

∣Néhány függvény Malaurin-sora (0 körüli Taylor-sora):
ex =

∞
∑

n=0

xn

n!
ln(x + 1) =

∞
∑

n=1

(−1)n−1xn

n
, −1 < x ≤ 1

sin(x) =
∞
∑

n=0

(−1)nx2n+1

(2n+1)!
cos(x) =

∞
∑

n=0

(−1)nx2n

(2n)!

sh(x) =
∞
∑

n=0

x2n+1

(2n+1)!
ch(x) =

∞
∑

n=0

x2n

(2n)!

arctg(x) =
∞
∑

n=0

(−1)nx2n+1

2n+1
, |x| ≤ 1 arth(x) =

∞
∑

n=0

x2n+1

2n+1
, |x| < 1

(1 + x)α =
∑∞

n=0

(

α
n

)

xn, ahol (

α
n

)

= α(α−1)...(α−n+1)
n!

(binomiális sor)Fourier-sor: ha f egy 2p szerint periodikus függvény:
∞

∑

n=0

(

an cos

(

nπx

p

)

+ bn sin

(

nπx

p

))

, ahol4



a0 = 1
2p

2p
∫

0

f(x)dx, b0 = 0,

an = 1
p

2p
∫

0

f(x) cos
(

nπx
p

)

dx, bn = 1
p

2p
∫

0

f(x) sin
(

nπx
p

)

dx.Integrál
f(x)

∫

f(x)dx f(x)
∫

f(x)dx

xn (ha n 6= −1) xn+1

n+1
1
x

ln(x)

ex ex ax ax

ln(a)

sin(x) − cos(x) cos(x) sin(x)
1

cos2(x)
tg(x) 1

sin2(x)
−ctg(x)

sh(x) ch(x) ch(x) sh(x)
1

ch2(x)
th(x) 1

sh2(x)
−cth(x)

1
1+x2 arctg(x), vagy − arcctg(x) 1

a2+x2 (ha a 6= 0) 1
a
arctg

(

x
a

)

1
1−x2 (ha |x| < 1) arth(x) 1

1−x2 (ha |x| > 1) arcth(x)
1√

1+x2
arsh(x)

1√
1−x2

arcsin(x), vagy − arccos(x) 1√
x2−1

arch(x)Integrálási szabályok. Legyen F az f egy primitív függvénye, c ∈ R. Ekkor
∫

af(x)dx = a
∫

f(x)dx, ∫

f(x) + g(x)dx =
∫

f(x)dx +
∫

g(x)dx,
∫

f(ax + b)dx = F (ax+b)
a

+ c (ha a 6= 0),
∫

f ′(x)fn(x)dx = fn+1(x)
n+1

+c (ha n 6= −1), ∫ f ′(x)
f(x)

dx = ln |f(x)|+c, ∫ g′(x)f (g(x)) dx = F (g(x))+c.Pariális integrálás. ∫

f ′(x)g(x)dx = f(x)g(x) −
∫

f(x)g′(x)dxNéhány tipikus alkalmazás: Legyen p(x) polinom, t(x) a sin(x), cos(x), sh(x), ch(x), ex függvényekvalamelyike és a(x) arus vagy area függvény.1. t(ax + b)p(x) (annyi pariális integrálás, amennyi p(x) foka)2. xv lnn(x), ahol n ∈ N, v ∈ R, v 6= −1 (n pariális integrálás, amennyi p(x) foka)3. t1(ax + b)t2(cx + d) (két pariális integrálás)4. a(x)p(x)Helyettesítés. ∫

f(x)dx =
∫

f(u(t))u′(t)dt, ahol x = u(t) invertálható.Néhány tipikus alkalmazás:1. R(sin(x), cos(x)). A helyettesítés tg
(

x
2

)

= t. Ekkor x = 2 arctg(t), sin(x) = 2t
1+t2

, cos(x) =
1−t2

1+t2
és dx

dt
= 2

1+t2
.2. R(ex). A helyettesítés ex = t. Ekkor x = ln(t) és dx

dt
= 1

t
.3. R(x,

√
1 − x2). A helyettesítés x = sin(t). Ekkor √1 − x2 = cos(t) és dx

dt
= cos(t).4. R(x,

√
1 + x2). A helyettesítés x = sh(t). Ekkor √1 − x2 = ch(t) és dx

dt
= ch(t).5. R(x,

√
x2 − 1). A helyettesítés x = ch(t) (x > 0). Ekkor √1 − x2 = sh(t) és dx

dt
= sh(t).5



Egyszeres integrál alkalmazásai.Görbe alatti terület az [a, b] szakaszon: ∣

∣

∣

∣

b
∫

a

f(x)dx

∣

∣

∣

∣

.Görbe alatti terület, paraméteres megadással: ∣

∣

∣

∣

b
∫

a

ẋ(t)y(t)dt

∣

∣

∣

∣

.Az r(ϕ) által meghatározott szektor területe az [α, β] intervallumban: 1
2

β
∫

α

r2(ϕ)dϕ.Szektor területe paraméteres megadással: 1
2

b
∫

a

x(t)ẏ(t) − ẋ(t)y(t)dt.Görbe ívhossza: b
∫

a

√

1 + f ′2(x)dx.Görbe ívhossza paraméteres megadással: b
∫

a

√

ẋ2(t) + ẏ2(t)dt.Görbe ívhossza polárkoordinátás megadással: β
∫

α

√

r2(ϕ) + ṙ2(ϕ)dϕ.Kett®s és hármas integrál transzformáiója.Jaobi-determináns: ∂(x,y)
∂(u,v)

= det

(

∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

), illetve ∂(x,y,z)
∂(u,v,w)

= det





∂x
∂u

∂x
∂v

∂x
∂w

∂y
∂u

∂y
∂v

∂y
∂w

∂z
∂u

∂z
∂v

∂z
∂w



Kétváltozós függvénynél x = x(u, v), y = y(u, v) és így
∫∫

f(x, y)dxdy =

∫∫

f(x(u, v), y(u, v))

∣

∣

∣

∣

∂(x, y)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

dudv;három változósnál x = x(u, v, w), y = y(u, v, w), z = z(u, v, w), ezzel
∫∫∫

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫

f(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))

∣

∣

∣

∣

∂(x, y, z)

∂(u, v, w)

∣

∣

∣

∣

dudv.Néhány fontos változótranszformáió:1. Polárkoordináták: x = r cos(ϕ), y = r sin(ϕ), a Jaobi-determináns abszolút értéke r.2. Hengerkoordináták: x = r cos(ϕ), y = r sin(ϕ), z = m, Jaobi-determináns abszolút értéke r.3. Gömbi koordináták: x = r sin(ϑ) cos(ϕ), y = r sin(ϑ) sin(ϕ), z = r cos(ϑ), Jaobi-determinánsabszolút értéke r2 sin(ϑ).Többváltozós függvények deriválása
grad(f) = (f ′

x, f
′
y, f

′
z),iránymenti derivált: f ′

e
= e · grad(f) (ha |e| = 1),

(cos(α), sin(α)) irányban: f ′
α = f ′

x cos(α) + f ′
y sin(α).Összetett f(u(x, y), v(x, y)) függvény pariális deriválása: f ′

x = f ′
uu

′
x + f ′

vv
′
x és f ′

x = f ′
uu

′
y + f ′

vv
′
y.Teljes di�ereniál: df = h · grad(f) (két változóban: df = f ′

xdx + f ′
ydy).Lokális széls®érték.Szükséges: f ′

x(x0, y0) = f ′
y(x0, y0) = 0 (általában: grad(f)(x0) = 0).Elégséges: az el®bbi és f ′′
xx(x0, y0)f

′′
yy(x0, y0) − f ′′

xy
2(x0, y0) > 0; f ′′

xx > 0 ⇒ min; f ′′
xx < 0 ⇒ max.(többváltozós esetben a J = (f ′′

xixj
) mátrix bal fels® sarokaldeterminánsait kell nézni: ha +++ . . . ,akkor min, ha − + − + . . . , akkor max) 6



Di�ereniálgeometriaGörbe r(t) t ∈ [a, b] (felületi) r(u, v) u = u(t), v = v(t), t ∈ [a, b]érint® irányvektora ṙ(t) r′uu̇ + r′vv̇ívhossz b
∫

a

|ṙ(t)| dt
b
∫

a

√
Eu̇2 + 2F u̇v̇ + Gv̇2dt (E = r′u

2
, F = r′ur

′
v, G = r′v

2)Felület r(u, v) (u, v) ∈ D z = f(x, y) f(x, y, z) = 0normális n = r′u × r′v(t)
(

−f ′
x,−f ′

y, 1
) (

f ′
x, f

′
y, f

′
z

)felszín ∫∫

D

|n| dudv =
∫∫

D

√
EG − F 2dudv

∫∫

T

√

f ′
x
2 + f ′

y
2 + 1dxdy

∫∫

T

√
f ′

x
2+f ′

y
2+f ′

z
2

|f ′

z |
dxdyKísér® triéder. ívhosszparaméterre tetsz®leges paraméterreérint® t(s) = r′(s) t(t) = ṙ(t)

|ṙ(t)|f®normális f(s) = r
′′(s)

|r′′(s)| f(t) = b(t) × t(t)binormális t(s) × f(s) b(t) = ṙ(t)×r̈(t)
|ṙ(t)×r̈(t)|Simulósík egyenlete: det





x − x(t0) y − y(t0) z − z(t0)
ẋ(t0) ẏ(t0) ż(t0)
ẍ(t0) ÿ(t0) z̈(t0)



 = 0Görbület: G(t) = |ṙ(t)×r̈(t)|
|ṙ(t)|3 , ívhosszparaméterrel G(s) = |r′′(s)|.Torzió: T (t) = ṙ(t)r̈(t)
...
r (t)

|ṙ(t)×r̈(t)|2 , ívhosszparaméterrel T (s) = r
′(s)r′′(s)r′′′(s)

|r′′(s)|2 .Vektor-vektor függvényeknabla operátor: ∇ =
(

∂
∂x

, ∂
∂y

, ∂
∂z

), Laplae-operátor: ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2Legyen v = v(x, y, z) vektor-vektor függvény, u = u(x, y, z) skalár-vektor függvény.divergenia: div(v) = ∇ · v, rotáió: rot(v) = ∇ × v.Összefüggések:
div(grad(u)) = ∆u, div(rot(v)) = 0, rot(grad(u)) = 0, grad(div(v)) = rot(rot(v)) + ∆v.Görbementi integrál: ∫

G

v(r) · dr =
b
∫

a

v(r(t))ṙ(t)dtFelületmenti integrál: ∫

F

v(r) · dF =
∫∫

D

±v(r(u, v)) · (r′u × r′v) dudv (ahol F : r(u, v), (u, v) ∈ D)Stokes-tétel: ∫

F

rot(v)(r) · dF =
∮

G

v(r) · drGauss�Osztogradszkij-tétel: ∫

V

div(v)(r)dV =
∮

F

v(r) · dF
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