Megoldasi javaslatok az 5. feladatsorhoz

1. Tekintsiik az E(0,60 + 1) eloszlascsalddot és szdmoljuk ki a 6 torzitatlan
becslésének, | X |-nak a blackwellizdltjat!

Megoldasi javaslat: Ehhez az X, feltételes eloszlasara van sziikség az
X{ = c1, X5 = cy feltételek mellett. Vegyiik észre, hogy ha a rende-

zett minta elemei y1, . .., y,, akkor X; rdjuk vonatkozo feltételes eloszlasa
egyenletes az {y1, ..., yn  halmazon (mivel folytonos az eloszlds, feltehetd,

hogy ezek mind kiilénboz6 értékek). Innen
P(X1 = Cl|)(;< = ChX; = 02) = P(Xl = 02|)(i< = Cl,X; = 62) = l/ﬂ

Az 1. feladatsor 7. feladatat kétszer alkalmazva latjuk, hogy (X3,..., X )
feltételes eloszldsa X7 = c¢1, X5 = co mellett ugyanaz, mint a [cq, co]-n
egyenletes eloszlasbdl vett (n — 2) elemf rendezett mint4é.

Kis kitérd: leellendrizhetd az 1. feladatsorbdl, hogy ha fi a [0, 1]-en egyen-

letes rendezett minta k elemének stirtiségfiiggvénye, akkor > ,_, fr =
konstans. Ezt a [c1, co]-n alkalmazva kijon, hogy X feltételes eloszldsa

X =c, X5 =c, Xi # X{, X1 # X} feltételek mellett egyenletes a

[c1, co], hiszen a (feltételes) slirliségfiiggvénye az X3, ..., X*_, slirliségfiiggvényeinek
azonos sulyokkal vett linearis kombinaciéja, ezek Gsszege pedig a fentiek

szerint konstans.

Szdz szénak is egy a vége, a kérdéses blackwellizalt az | X feltételes
varhaté értéke, tehat:
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2. Geometriai eloszldsbdl vesziink n elemii mintat (p a paraméter). Adjunk
torzitatlan becslést p-re az X1+. ..+ X, elégséges statisztika fiiggvényében!
(Segitség: szamoljuk ki 1/(X; + ...+ X, — 1) varhaté értékét.)

Megoldasi javaslat: Megbeszéltiik.

3. Legyen n eleml mintank egy olyan eloszldsbdl, melynek a stirtiségfiiggvénye
a [0,0] intervallumon 4z3/6*, mashol 0. Adjunk elégséges statisztikat,
majd torzitatlan becslést f-ra egyrészt az elégséges statisztika, masrészt
az atlag segitségével. Melyiknek becslésnek kisebb a négyzetes hibdja (=a
szérasa)?

Megoldasi javaslat: Felirva a minta egyiittes strtiségfiiggvényét, vilagosan

latszik, hogy X elégséges statisztika. Mivel Ep[(X1+...4+X,)/n] = 0.80,
innen kijon, hogy 71 = 5(X; + ... + X,,)/4n torzitatlan becslés.
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innen D?(T}) = 02 /24n.



Miésrészt az X stirliségfiiggvénye (1. feladatsor)
nFenil(x)f@(x)a

ahol fy az X sfirtiségfiiggvénye, Fy(x) = x*/6* pedig az eloszlasfiiggvénye.

Innen ) s
xr* 4x 4n
EX* = n— ——dx = ;
" /0 64 04 dn+1
ahonnan Tp := 421 X* is torzitatlan becslés, amire
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ahonnan D?(Ty) = tehdt az utébbi becslés szérdsa kisebb.
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. Legyen n elem{i mintédnk olyan, hogy P(X; = 1) = P(X; = 2) = a,
P(X; = 3) = 1— 2« valamely 0 < a < 1/2 paraméterre. Adjunk X;
fliggvényeként torzitatlan becslést a-ra! Keressiink elégséges statisztikat,
majd blackwellizaljuk az el6z6 becslést.

Megoldasi javaslat: A T := 1x,—; torzitatlan (de buta) becslés. A
valdsziniiségek P(X; = z;,i = 1,...,n) = ma”ﬁm(l —
2a)" ™2 ahol ny az egyesek, no pedig a kettesek szdma az xq,...,x,
sorozatban. Tehdt (nq +n2) (X1, ..., X,) elégséges statisztika. Legyen n}
ill. nf, az egyesek ill. kettesek szdma az Xo, ..., X,, sorozatban. Akkor a

blackwellizdlashoz ki kell szdmitani

Py =1 4nb=k—1) o)) (1 - 2a)mF
BTilmctnz = k) = =5 e par ~ (;;1) @) (1 —2ayr kN

vagyis To = (n1 + n2)/2n a blackwellizalt statisztika.

. Egy késziilék élettartama exponencialis eloszlasi A paramaéterrel. El-
inditunk n gépet és figyeljiik, hany miikodik még a ¢ idépontban. Mekkora
a megfigyelésiink Fisher-informécidja? Mely t-re lesz maximalis?

Megoldasi javaslat: Az n elemii minta Fisher-informécidja nl;(X), ahol
I;(\) az egyelemti mintdé. Persze most P(X; = 0) = 1 —e ™, P(X; =
1) = e ™, ahol X; = 1 ha megy még az elsé gép, és 0, ha mar nem.
Lattuk, hogy a p paraméter(i indikdtor Fisher-informéciéja p~1(1 — p)~ 1.
A kompoziciéfiiggvény derivalasi szabaly miatt a Fisher-informécié tehét
most

L) = (' (A)2 oo

p(l—p
ahol g()\) = e~*. Innen kijon

t2 (A\t)?
L= M1 (eM_1)A

Ezt numerikusan lehet At-ben maximalizalni, kb. A\t = 1.59 jon ki, ahon-
nan az optimalis ¢ kb. 1.59/A.



Bonusz, a 4. feladatsor 1. feladata:
Legyen X1, X, ..., X, a (0,1) intervallumon egyenletes eloszlasbdl vett min-
ta. Legyen

Mutassuk meg, hogy Y1, Yo, ... Y, eloszlasa megegyezik X1, Xo, ..., X, eloszlasaval.

Megoldasi javaslat: Tekintsiik a (21, ...,2,) — (21/22, (22/23)%, ..., 2") transz-
formaciét. Ez a H = {(21,...,2n) : 0 < 21 < ... < 2, < 1} halmazt a (0,1)"-be
képezi bijektiven. Mivel a (X7,..., X)) eloszldsa egyenletes a H-n, ezért az
(Y1,...,Y,) is egyenletes lesz (0, 1)™-en. Ellendrizziik le a konstanst azért, vagy-
is nézziikk meg a derivaltmatrix determinansat! Mivel ez alsé hdromszogmatrix,
az 4tl6n pedig 1/22,229/23,...,n2" "1 dllnak, ezért a determindns inverze 1/n!,
ahogyan lennie kell.



