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1. feladatsor megoldasi javaslatok

Legyen X véletlen vektor ¥ kovarianciamétrixszal, EX = 0. Mutassuk meg, hogy ha rang(X) = r,
akkor

(a) Létezik X-nek r olyan koordinataja, hogy az Gsszes tobbi koordindtédja ezek linedris fiiggvénye.

(b) Létezik egy olyan r dimenziés S hipersik, amelyre P(X € S) = 1. (Megjegyzés: S = im(X)).

Megoldasi javaslat: Legyen X d-dimenziés. Kivesziink X;,,..., X, koordindtdkat, melyek kova-
rianciamatrixa a lehet6 legnagyobb (teljes) ranggal rendelkezik. Ebb6l persze m < r azonnal jon.
Feltehet6, hogy I; = ¢, hiszen a koordinatdk permutidldsa nem valtoztatja meg a matrix rangjat.
Ha az X,,11-et is hozzdvennénk a koordindtédkhoz, akkor mar nem néne a rang (a maximalitds
miatt). Legyen ez a matrix X,,+1. Tehdt valamely § # 0 vektorra ,6’;2 112m+1Bm+1 = 0, amibdl
D?*(BL 1[X1,...,Xm]|T) =0, tehdt a benti linedris kombindcié 0, vagyis X,,11 kifejezhet8 a kordbbi
koordindtdk linedris kombindcidjaként. Indukciéval ez X;, j > m + 1-re is igaz. Akkor azonban a
fenti 85, j > m+ 1-ekbdl talaltunk d —m vektort, melyekre igaz, hogy [X1, ..., X4 1 valoszintiséggel

rajuk meréleges. Innen persze r < d — (d — m), azaz r = m, és a masodik allitas is addédik.

Legyen X valdszintiiségi vektor véges kovarianciaval és F egy o-algebra. Mutassuk meg, hogy
cov(X) = E[cov(X | F)]+cov(E[X|F]),
ahol cov(X | F) et E[(X —E[X|F])(X —E[X | F])T| F] a feltételes kovarianciamatrixot jeldli.

Megoldasi javaslat: 1 dimenziéban egyszerii szamolas, felhasznélva a feltételes varhato érték tulaj-
donségait. Eszrevessziik, hogy ha a € R, akkor a”'cov(X)a = D?(a X), stb, tehat a tébbdimenzids

eset, visszavezethet6 az egydimenziésra.

Legyen X1, Xo, ..., X, egy f stirliségfiggvényli és F eloszlasfiiggvényli abszolit folytonos eloszlashél
vett minta (fliggetlen és azonos eloszlasi valdsziniiségi valtozdk egy sorozata), és jeldlje az eredeti
mintabol képzett rendezett mintat: X 1) < X(g) < -+ < X,

Hatarozzuk meg a rendezett minta (egylittes) stlirtiségfiiggvényét.

Megoldasi javaslat: Mivel az eloszlds folytonos, P(X; = X3) = 1, stb, tehdt az eloszlds a H =
{(y1,---,yn) Y1 < Y2<..<y,} halmazra koncentrélédik. Legyenek Ai,..., A, kicsi, nem &tfedd

intervallumok egy fix sorozat, y1 < ... < y, koriil.

P(X;EAj,j:L...,n): z P(Xﬂ(j)EAj,jzl,---,n)

7 permutacio

= nl f(x)dx,
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ahol f(x) az X stirliségfiiggvénye. Ha az A; itervallumok egy pontra sziikiilnek, ebbél adédik, hogy

az (X7,..., X)) stiriiségfiiggvénye éppen:

g, yn) = 0! [T Fw)1a,

j=1
ahol 1y a H indikatora.

Hatdrozzuk meg az X ;) valtozd (perem) eloszlds- és sfirfiségfiiggvényét. Nézziik meg azt az esetet,

amikor X egyenletes a [0, 1]-en.

Megoldasi javaslat: Az 6réan kiszamoltuk, hogy ha F, f az X; eloszlas- ill. slriiségfiiggvénye,
akkor P(Xj < z) =", ﬁij)!Fj (x)(1 — F(z))" 7. Ebbél derivalassal kapjuk (sok tag kiesik),
hogy az X; sfirliségfiiggvénye, gy

n!
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Ha X, egyenletes a [0, 1]-en, akkor

n!
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Legyen X1, X2, ..., X, exponencidlis eloszldsbdl vett minta, S; = X1+ - -+ X, tovdbba Y; = S, /S,
1 <i <n—1. Hatdrozzuk meg Yi,...,Y,_1, S, egyiittes sturliségfiiggvényét! Mutassuk meg, hogy
Yi,...,Y,_1 eloszldsa olyan, mint a (0,1) intervallumon egyenletes eloszldasbdl vett n — 1 elemil

rendezett mintaé.

Megoldasi javaslat: Ezt megnéztiik az éran alaposan: két stirliségtranszformacié utan adédott az

allitas.

Legyen X1, Xo,..., X, a (0,1) intervallumon egyenletes eloszldsbdl vett minta, hatdrozzuk meg a

rendezett minta varhato értékét.

Megoldasi javaslat: A kett6ével fentebbi példa szerint

n!
EX; = / x 2P 711 — )" Fda.
P oy (k= 1)l(n—k)! ( )

Ennél egyszeriibb az, ha tekintjiik Z; = X;/S,4+1-et az el6z6 feladatbdl, ¢ = 1,...,n + 1. Nyilvan
ezek mindegyikének ugyanannyi a varhatd értéke és Z?:Jrll Z; = 1. Masrészt Y; = Zzzl Z;, tehat
EZ;=1/(n+1), tehdt EX; = EY, =k/(n+1),k=1,...,n.

Innen azt a hasznos allitast is megkaptuk, hogy

! n — :
[ ety has = EEEEE 1)

azaz kiszdmoltuk az in. béta-integral értékét.
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Mutassuk meg, hogy az X () = ¢ feltétel mellett X(qy,..., Xx—1) és Xpq1),..., X(n) fliggetlen, az
f(x)

el6bbi eloszldsa olyan, mint egy k—1 elemii rendezett mintéé az fi(x) = m I(x < t) stirtiségfiiggvényii

eloszlasbdl, mig az utébbi eloszldsa olyan, mint egy n — k elemii rendezett mintdé az fo(z) =
f(x)

1—F(t)

Megoldasi javaslat: Megbeszéltiik alaposan.

I(t < z) stlirtiségfiiggvényi eloszldsbol.

Legyen X1, Xo,..., X, a (0,1) intervallumon egyenletes eloszlasbdl vett minta, hatdrozzuk meg a

rendezett minta kovarianciamatrixat is.

Megoldasi javaslat: Elosziir vegyiik észre, hogy az (1)-bél kovetkezik, hogy

nl

E[(X;)’] = /[071] x’ = 1)!('n — k)!xk_l(l kg = FEED

(n+2)(n+1)

Innen D?(X}) = W

Vegyiik észre, hogy az 5. feladatbdl kovetkezik, hogy X; — X ]* eloszlasa k > j-re ugyanaz, mint

X j eloszlasa. Innen pedig
D*(X;_;) = D*(X; — X;) = D*(X},) + D*(X;) — 2cov(X}, X}),

Itt a kovariancia kivételével mar mindent ismeriink, tehat a kovariancia is kijon:

Jj(k+1) kj

n+1)(n+2) (m+1)%




