
3. gyakorlat

Szimbolikus kalkulus: bármely Xt folyamat esetén zXt = Xt−1, illetve zkXt = Xt−k , k ∈ N-re. A gyakorlati fela-
dataink olyanok, hogy feltevéseik mellett a szimbolikus műveletek precı́zen igazolhatók (felhasználva a lineáris szűrőkről
tanultakat).

1. Írjuk fel azXt+1 = αXt+εt+1 autoregresszı́v folyamat végtelen mozgóátlag előállı́tását az α = 7 esetben (mely nem
kauzális)! Számoljuk ki a spektrális sűrűségfüggvényt az α = 7 és α = 1/7 esetekben.

2. Legyen (Yk)k∈Z stacionárius sorozat, amelyre
∑

k |RY (k)| < ∞ és

Xn =

∞∑

k=0

akYn−k, n ∈ Z,

ahol ai, i ∈ Z konstansok,
∑

k∈Z
|ak| < ∞. Ga(z) :=

∑
k akz

k az ak sorozat által adott lineáris szűrő tran-

szferfüggvénye. Szimbolikus ı́rásmóddal: Xn = Ga(z)Yn.

Mutassuk meg, hogy X spektrális sűrűsége

fX(λ) = fY (λ)|Ga(e
iλ)|2, λ ∈ [−π, π],

ahol fY az Y spektrális sűrűsége. Számı́tsuk ki a spektrális sűrűségfüggvényt az exponenciális simı́tás esetére, amikor
ak = µk(1− µ), k ∈ N, 0 < µ < 1.

3. Legyen Yt p-adrendű autoregresszı́v folyamat (azaz AR(p) folyamat), vagyis tegyen eleget a

Yt + α1Yt−1 + . . .+ αpYt−p = εt

rekurziónak, ahol εt fehér zaj (azaz Rε(k) = 0 ha k 6= 0). Tekintsük a 1 + α1z + α2z
2 + . . .+ αpz

p = 0 egyenletet.
Tény: ha ennek minden gyöke a komplex egységkörlapon kı́vül van, akkor Y előáll ε-ból kauzális végtelen mozgó
átlagként.

Lássuk be ezt a p = 2 esetben (megadva az előállı́tást), illetve gondoljuk végig általános p-re is abban az esetben,
amikor az egyenletnek nincsenek többszörös gyökei!

4. Legyen Yt (p, q)-rendű autoregresszı́v mozgóátlag folyamat (azaz ARMA(p, q) folyamat), vagyis tegyen eleget a

Yt + α1Yt−1 + . . .+ αpYt−p = β0εt + . . .+ βqεt−q

rekurziónak, ahol εt fehér zaj egység szórással (azaz Rε(0) = 1). Célszerű bevezetni az A(z) = 1+α1z+ . . .+αpz
p

és B(z) = β0 + β1z + . . .+ βqz
q polinomokat.

Gondoljuk végig, hogy ha az A(z) gyökei a komplex egységkörlapon kı́vül vannak, akkor létezik kauzális végtelen
mozgóátlag előállı́tás! Az ilyen folyamatot stabil ARMA folyamatnak nevezzük.

5. Egy ARMA folyamat invertálható, ha a B(z) polinom minden gyöke a komplex egységkörlapon kı́vül van. Ebben az
esetben gondoljuk végig, hogy a εt zajfolyamat előáll az Xt folyamatból kauzális lineáris szűrővel!

6. Tekintsük az alábbi ARMA(1, 1) folyamatot:

Xt − φXt−1 = εt + θεt−1, t ∈ Z.

T�. |φ| < 1. Ekkor létezik Xt-nek kauzális végtelen mozgó átlag előállı́tása εt-ből. Adjuk meg ezt az előállı́tást ! Ha
|θ| < 1, akkor a folyamat invertálható is; ı́rjuk fel εt előállı́tását Xt-ből.

7. Adjuk meg az alábbi ARMA folyamat kauzális végtelen mozgó átlag előállı́tását.
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