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2. gyakorlat

. Legyen U egyenletes eloszlast [—7,7|-n és V tole fuggetlen Q eloszlasa (Q([—m, w)) = 1) valtozd. Mutassuk meg, hogy
X, = exp(i(U — nV))/+v/2m komplex értéku stacionarius sorozatot definial, melynek spektralis eloszlasa (), azaz

us

1 .
V(X Xor) = 5 [ Q).

—Tr
minden k € Z-re.

. Legyenek U, U’ egyenletes eloszlastiak (—m, 7)-n és V egy @ eloszlast, (—m, 7)-értéku valoszinlségi valtozd. Legyen a @
mérték szimmetrikus, azaz Q(H) = Q(—H ) minden mérhetd halmazra. Mutassuk meg, hogy ha U, U’, V fiiggetlenek akkor
X, = (cos(U —nV)+sin(U’' —nV))/v/2r (valos értékil) stacionarius sorozatot definial, melynek spektralis mértéke éppen
Q. (Utmutatas: hasznaljuk az elézé feladatot.)

. Hatarozzuk meg a kovetkez6 autokovariancia figgvényekhez tartozo6 spektralis mértéket illetve, ha van, spektralis suruségfiiggvényt.

@ f(h)=(-1)"

1 hah=0,
(b) f(h)=1—|—COS%—|—COS%r (¢ f(h)=<.4 hah=41,
0 egyébkent.
. Lassuk be, hogy az alabbi egészeken értelmezett fiiggvények nem lehetnek autokovarianciafiiggvények. Tegyiik ezt olyan

modon, hogy talljunk olyan F elSjeles mértéket mellyel f(h) = 1/(2m) [* e F(du) alakban el5all, majd vegyiik észre,
hogy F' nem meérték (azaz nemcsak pozitiv értékeket vesz fel), tehat f nem lehet kovarianciafiiggvény.

@ f(h) =1+ cosF —cos 2x

1 hah=0,
(b) f(h)=<.6 hah=+1,
0 egyébként.
. (Xn)nez valos stacionarius sorozat, melynek varhato értéke nulla, kovariancia fiiggvénye (Rx (n))nez. Mutassuk meg, hogy
ha )’ ., lan| < oo, akkora ), , arXy sor egy valoszintiséggel és Lo-ben konvergens!

> kez lar| < oo esetén legyen

Y, = Zaan—k- (1)

kEZ
Fejezziik ki Y kovariancia figgvényét Rx-bol, és mutassuk meg, hogy ha Y |[Rx (m)| < oo, akkor > |Ry (m)| < oo is.

Az (1) operacidrol azt mondjuk, hogy az a,, sorozat altal adott linearis szurét alkalmaztuk az X, sorozatra. Ha aj, = 0 minden
k < —1-re akkor a linearis sz(rd kauzalis (ritkabban: fizikailag megvalésithato).

Ha X, fehér zaj, akkor eleg >, ., a? < oo-et feltenni, és Y,, jol definialt lesz Lo-ben (és egy valoszinliséggel is). Ekkor Y,,-t

végtelen mozg atlag folyamatnak hivjuk. Ha véges sok k kivételével ay, = 0, akkor “sima” mozgé atlag folyamatrol van szo.

. Autoregressziv folyamatnak nevezzilk X;-t, ha valamely o € R-re
X1 =aXy +&
valamely ¢, fehér zajra, t € Z. Lassuk be, hogy a # +1 esetén létezik ilyen stacionarius folyamat, és a £;-bol megkaphato
linearis szrdvel, mely a € (—1, 1) esetén még kauzalis is.
Mi lesz X; kovarianciafiiggvénye és spektralis struségfiiggvénye?
. Legyenek (X,,)nez és (Y )nez figgetlen gyengeén stacionarius folyamatok azonos kovariancia fuggénnyel és Zo,, = X,
Zoky1 = Yi. Legyen ¢ a (kozos) spektralis sturiseégfiggvény, egyszeriseg kedvéért teljesiljon >, ., |Rx (k)| < oo is.

Mutassuk meg, hogy Z stacionarius. Hogyan kaphato meg a kovariancia figgvénye X és Y kozos kovariancia fiiggvényébol?
Hogyan fejezhet6 ki Z spektralis surusége ¢-bol?

. Legyen (X;)scz stacionarius sorozat, R(k) = p + (1 — p)1;,—0} autokovariancia sorozattal, ahol 0 < p < 1. Konstrualjunk
ilyen folyamatot! Szamitsuk ki X spektralis eloszlasat!



2. gyakorlat

. Let U be uniformly distributed on [—7, 7] and let V be independent from U with distribution @ (Q([—m, 7)) = 1). Show
that X,, = exp(i(U —nV))/+/2m (which is a complex-valued process) is stationary and its spectral measure is (), that is

us

1 .
V(X Xo) = 5= [ Q).

forall k € Z.
. Let U, U’ be uniformly distributed on (—, 7) and let V have distribution @ with values in (—m, 7). Let Q) be symmetric,

that is Q(H) = Q(—H) for all measurable sets H. Show that, assuming U, U’, V' ae independent, X,, = (cos(U —nV) +
sin(U’ — nV))/V/27 is a (real-valued) stationary process with spectral measure ). (Hint: write sin(u), cos(u) using e**.)

. Determine the spectral measure for the following autocovariance functions (h € Z):

@ f(h)=(-1)"

1 hah=0,
(b) f(h):1—|—cos%—|—cosh7"r (¢ f(h)=<.4 hah=41,

0 otherwise.

. Show that the following functions f : Z — R cannot be autocovariance functions.
(@ f(h)=1+ COS% — costhr

1 hah=0,
() f(h)=<.6 hah=4+£1,
0 otherwise.

. Let (X,,)nez be stationary with zero mean and covariance function (Rx (n))nez. Assume ), |an| < oo. Show that
> kez Gk Xk converges in L? and almost surely. Let

Y, = Zaanfk- (2)
kEZ
Express Ry from Ry and show that >~ |Rx(m)| < oo implies > |Ry (m)| < oo, too.

Operation (2) is called the linear filter determined by sequence a,, is applied to X,,. If aj, = 0 for all £ < —1 then the filter is
causal or physically realisable.

If X, is white noise (that is, a zero-mean i.i.d. sequence with unit variance) then it is enough to assume a? < oo for

Y,, to be well-defined. In this case Y,, is called an infinite moving average process.

ne”Z

. A process X, is called autoregressive if for some a € R,
X1 = aXy +e

where ¢, is white noise. Show that for v # £1 there is such a stationary process that can be represented by a linear filter
applied to &;. If & € (—1, 1) then this filter is causal. What are the covariance function and spectral density of X;?

. Let (Xp,)nez and (Y5, )nez be independent stationary processes with the same covariance function. Let Zoy, = Xy, Zog+1 =
Y}.. Denote by ¢ their spectral density. For simplicity, assume also ), ., |Rx (k)| < oco. Show that Z is stationary and
calculate its covariance function and spectral density.

. Let (X¢)sez be stationary with covariance function R(k) = p + (1 — p)1x—0}, where 0 < p < 1. Construct such a process
and calculate its spectral measure.



