1. gyakorlat

. (Zt)tez fuggetlen standard normalisok sorozata és a, b, ¢ konstansok. A kvetkez6 folyamatok koziil
melyek stacionariusak? A stacionarius folyamatokra hatarozzuk meg a varhat6 érték és kovariancia
fuggvényuket.

(@ Xi=a+bZi+cZi, (b) Xi=a+bZ,

(¢) Xy = Zjcos(ct) + Zysin(ct), (d) X = Zycos(ct),

(e) X = Z;cos(ct) + Zy_qsin(et), ) Xi=2Z,7;_1.

. Az alabbi egészeken értelmezett figgvények koziil melyek stacionarius iddsorok autokovariancia fiiggvényei:

@ f(h)=(-1)"

(b) f(h):1—1—(308%”—|—cosh7fr (c) f(h)zl—i—cosh?”—cos%’r
1 hah=0, 1 hah=0,

(d f(h)=<.4 hah=4#l, () f(h)=<¢.6 hah==£1,
0 egyébkent. 0 egyébkent.

. Legyen U egyenletes eloszlast [0, 1]-n. Irjuk fel U-t kettes szamrendszerben U = 3 k>0 27" X} Mutas-
suk meg, hogya V,, = >, oo Xny x27%,n > 0 sorozat erésen stacionarius és szamitsuk ki a kovariancia
fuggvényet.

. Legyen ¢ karakterisztikus fiiggvény. Mutassuk meg, hogy

6(t) — ¢(s)| < V2[1 = (t — 5)]

Mutassuk meg, hogy ez akkor is igaz, ha ¢ pozitiv szemidefinit és ¢(0) = 1. (Utmutatas: Irjuk fel ¢-bol
képzett, 0,¢, s értékekhez tartozd 3 x 3-as pozitiv szemidefinit matrixot. Vonjuk le az utols6 sort és
oszlopot a masodikbo6l. Gondoljuk meg, hogy az igy kapott 2 X 2-es matrix is pozitiv szemidefinit és
szamitsuk ki a determinansat.)

. Tegyiik fel, hogy az X stacionarius folyamat kovarianciafiiggvénye olyan, hogy f(2) = 1{.e[—r/2,x/2]}
valasztassal eloall

1 us i
Rx(n) = o /_7r f(z)e*" dz
alakban. Teljesiil-e az, hogy > -, ., |Rx (k)| < 00?

. Legyen c: [0,00)? — R, ¢(s,t) = min(s, t). Mutassuk meg, hogy c pozitiv definit, azaz

> eltn, )2z = 0

J.k
minden 0 < t; <ty < -+ <t észy, - ,z, € C esetben, és csak akkor nulla, ha mindegyik zj, az.

. Legyen X stacionarius Gauss folyamat, nulla varhato értekkel és R x (t) kovariancia figgvénnyel. Szamitsuk
ki X? és X kovariancia fiiggvényét.

. Legyen U egyenletes eloszlasu [—m, ]-n és V téle fiiggetlen Q eloszlasa (Q([—m, 7)) = 1) valtozd. Mu-
tassuk meg, hogy X,, = exp(i(U —nV"))/(27) komplex értéku stacionarius sorozatot definial, melynek
spektralis eloszlasa (), azaz

s

1 ,
V(X X) = 5 [ Q).

—T

minden k € Z-re.



Problem class 1

1. Let (Z;)iez be independent standard Gaussian. Let a, b, ¢ be real constants. Which of the following are
stationary processes? Let us determine their expectation and covariance function.

(@ Xi=a+bZi+cZiy, (b) X =a+ b2,
(c) Xi= Zjcos(ct) + Zysin(ct), (d) X = Zycos(ct),
(e) Xt = Zt COS(Ct) + Zt—l sin(ct), (f) Xt = ZtZt—1~

2. Which of the functions f : Z — R below can appear as covariance function of a stationary process?

@ f(h)=(-1)"

(b) f(h)=1+cos™E +cosZ  (c) f(h)=1+ cos’E — coshr

1 hah=0, 1 hah=0,
(d  f(h)=<.4 hah=41, () f(h)=<¢.6 hah=+=+1,
0 egyébkent. 0 egyébkeént.

3. Let U be uniform on [0, 1] and let it be writtenas U = Y, _, 2% X}, where X}, € {0, 1}. Show that the
process Vi, = >, X,:x27%, n > 0 is strongly stationary. Calculate its covariance function. (Hint:
show first that the X}, are independent.)

4. Show that for a characteristic function ¢
lp(t) — d(s)| < V2|1 = o(t — 5)|

holds for all s,¢ € R. Show that this hold if we only assume that ¢ is positive semidefinite with ¢(0) =
1. (Hint: use the 3 x 3 matrix corresponding to ¢ and the values 0, ¢, s. Subtract the last row and
column from the second. The 2 X 2 matrix thus obtained remains positive semidefinite. Calculated its
determinant.)

5. Assume that the covariance function of a stationary X can be written as

1 g .
Rx(n) = o f(z)e*" dz,

where f(2) = 1{.c|—n/2,x/2]}- Is it possible that 3, _, |Rx (k)| < co?
6. Let c: [0,00)2 — R, ¢(s,t) = min(s, ). Show that c is positive semidefinite. That is,
> eltn t)ziz > 0
gk
forall 0 <t <ty <---<tpandzy,---,z, € C.

7. Let X be stationary and Gaussian with zero mean. Its covariance function is denoted Rx (t). Calculate
the covariance functions of X2 and X3.

8. Let U be uniform on [—, 7] and let V be independent from it with law Q where Q([—7, 7)) = 1.
Show that X,, = exp(i(U — nV'))/v/27 is a complex-valued stationary process whose covariance can
be represented as

1 [,
cov(Xyp, Xntk) = —/ e*uQ(du),

2 J_,

forallk € Z.



