Néhany megoldas 1., 2024

1. feladatsor, 8. feladat Legyen X, Xs,..., X, exponencialis eloszlasbol vett

minta, és Y7 = nX{, Yo = (n — 1)(X5 — X7),.... Y1 = 2(X}_; — X ),

Y, = X — X’

(a) Mutassuk meg, hogy Y7, Yo, . .., Y, eloszlasa megegyezik X1, Xo, ..., X,, eloszlasaval.
(b) Hatarozzuk meg az X7, X3, ..., X rendezett minta varhato értékét és kovarian-
ciamatrixat.

Megoldasi javaslat: Csak 1 paramétert exponencialis eloszlasra nézzitkk meg. A H =
{(x1,...,2n) : 1 < ... < x,} halmazt bevezetve tudjuk, hogy az (X7,..., X})
egyittes sfgvénye
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Viszont a (Y7, ...,Y,,)-re valo attérés derivaltmatrixa alsé haromszogmatrix, melyen
a foatld elemeinek szorzata n!, tehat ez a determinans, amivel osztani kell amikor az
(Y1,...,Y,) egyiittes sfgvényét felirjuk. A H halmaz képe (0,00)", ezért tehat a
keresett egyiittes sfgvény y; € (0,00),7 = 1,...,n-re:
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hiszen z1 + ...+ x, = y1 + ... + y,, az 4j koordinatakra val6 attérésnél.

Ezek utan tudjuk, hogy FY; = 1 minden i-re, valamint az Y;-k figgetlenek. Innen
EX{ = 1/n, EX; = 1/n+ 1/(n — 1), stb. Megkaptuk a varhato értékeket. A
kovarianciakkal most nem veszddiink, de megnézziik a szorasnégyzeteket. EY;? = 2,
ennek fényében E(X7)? = 2/n?, tehat D?(X;) = 1/n?. Figgetlenségbdl

D2(X5) = DA(Y/n+Ya/(n—1)) = D*(¥i /n)+ DX (Ya/(n—-1)) = 1/n?+1/(n—1)".

Etc.

4. feladatsor 4. feladat A (0, ) intervallumon egyenletes eloszlasbol vett n elemt
minta esetén blackwellizaljuk a ¢ > 0 paraméter T(X) = (n + 1)X} becslését.
Hatasos-e?

Megoldasi javaslat: S = X elégséges és teljes. Igen, a blackwellizalt hatasos lesz,
mert teljes elégséges statisztikara blackwellizalunk.

Legyenek Z1,...,Z,41 fiiggetlen exponencialisok. Akkor Uy = (Z1 + ... +
Zi))(Z1+ ...+ Znya), k= 1,..., n egyiittes eloszlasa megegyezik (X7,..., X})-
éval, lasd az els6 feladatsor 3. feladatat. Innen lathato, hogy az Uy, = c feltétel mel-
lett (ami azt jelenti, hogy Z, 11 = =5[Zy + ... + Z,]) az U; feltételes eloszlasa a
cZ1/(Z1+ ...+ Z,) eloszlasaval egyezik meg. Hasznalva ezt (és megin az 1. feladat-
sor 3. feladatat), azt latjuk, hogy X7 feltételes eloszlasa X: = c mellett ugyanaz, mint
egy (n—1) elemd [0, ¢]-n egyenletes minta minimumanak eloszlasa. Azaz a feltételes
varhato érték ¢/n. Innen adodik, hogy behelyettesitve ¢ = X:-ot, a blackwellizalt
E[T|S] = X2l ez a hatasos becslés.
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4. feladatsor 5. feladat Tekintsiik az F (6,0 + 1) eloszlascsaladot és szamoljuk ki a
0 torzitatlan becslésének, | X5 |-nak a blackwellizaltjat (n elem( mintabol)!

Megoldasi javaslat: Ehhez az X feltételes eloszlasara van szitkkség az X{ = cy,
X = co feltételek mellett, hiszen (X7, X¥) elégséges statisztika. Vegyik észre, hogy
ha a rendezett minta elemei y1, . . ., yn, akkor X7 rajuk vonatkozo feltételes eloszlasa



egyenletesaz {y1, . . ., Y, } halmazon (mivel folytonos az eloszlas, felteheto, hogy ezek
mind kiilonb6z6 értékek). Innen

P(Xl = Cl|Xf = Cl,X:L = CQ) = P(Xl = CQ'XT = Cl,X:L = CQ) = 1/71

Az 1. feladatsor 6. feladatat kétszer alkalmazva latjuk, hogy (X5, ..., X _,) feltételes
eloszlasa X7 = c¢1, X' = co mellett ugyanaz, mint a [c1, c2]-n egyenletes eloszlasbol
vett (n — 2) elemt rendezett mintae.

Kis kitérd: leellendrizhet6 az 1. feladatsorbodl, hogy ha fi a [0, 1]-en egyenletes
rendezett minta k elemének striségfiiggvénye, akkor >_;'_, fr = konstans. Ezt a
[c1, co]-n alkalmazva kijon, hogy X feltételes eloszlasa X = ¢1, X5 = co, X1 # X7,
X1 # X feltételek mellett egyenletes a [c1, c2], hiszen a (feltételes) strtségfiiggvénye
az X5,..., X" | struségfiiggvényeinek azonos sulyokkal vett linearis kombinacioja,
ezek Osszege pedig a fentiek szerint konstans.

Szaz szonak is egy a vége, a kérdéses blackwellizalt az | X | feltételes varhato
ertéke, tehat:
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Erdekesség, hogy ha | X;| = | X, akkor a blackwellizalt meggyezik az eredeti
becslessel.



