5. feladatsor megoldasvazlatok

2. Tekintsiik a
Xt — (1/2)Xt,1 =&+ (1/3){:}717 t eZ.

ARMA(1,1) folyamatot! Hatarozzuk meg X, 1-et az (X;, X;_1,...) generalta multbol! Adjunk rekurziot is X, -re!
Megoldasvazlat: Mivel 5y = 1, tudjuk, hogy
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Rekurziot felirva:
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(B(z) — A(2)) Xy,
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Ko+ (1/3) Xm0 = 2 Xoa.

3. Az alabbi folyamatnal irjuk fel Xtﬂ—et az (X, Xi—1,...) generalta miltbol. Adjunk rekurziot is Xtﬂ—re!
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Megoldas: Meg kell nézni, hogy invertalhato-e az X;. (Az, mivel B(z) egyetlen gyoke 5, ami az egységkdron kiviil
van). Az (X,...) mult nyilvan ugyanaz, mint az (e¢,e¢—1,...) mult. Az utobbira vett vetiilet pedig éppen azt je-
lenti, hogy az X1 sorfejtésében az elso tagot (ez most éppen €41, altalaban Sye;11, azaz B(z) konstans tagjanak
egyiitthatoja) elhagyjuk. Azaz az X, 41 vetiiletre:

X1 = i...em_j - [128 - 1} it

Ez pedig éppen R
55— aen- (-a) o

ahonnan fel lehet irni a X; sorel6allitasat X;-bol. A rekurzié pedig:
(1—2/5) X1 = Xop1 — (1/5) Xy = ((1/10)2% + (1/10)2) X¢1 = (1/10)X,_1 + (1/10)X,.

5. Legyen X stacionarius 0 varhat6 értékkel. Lassuk be, hogy az L? nagy szamok térvénye pontosan akkor igaz, ha

Rx(0)+ Rx(1)+...+ Rx(n)

-0, (1)

azazha Rx (k) a 0-hoz tart k — oo esetén Césaro kozépben. Ebbol kovetkezik, hogy ha a ) spektralis mérték folytonos
a 0-ban, akkor (1) fennall.

Megoldasvazlat: Az eloadason szerepelt, hogy

ha u # 0 és 1, ha u = 0. Akkor
1 n . T
=~ Bx()= | An(w)Q(du),
=1 o

ahol A, (u) — 0, u # 0 és Lebesgue tétele alkalmazhato, tehat a jobb oldal limesze Q({0}). Azaz az (1) feltétel
ekvivalens azzal, hogy Q({0}) = 0 amirdl pedig mar tudjuk, hogy sziikséges és elégséges az L>-beli nagy szamok
torvényere.



6. Lassuk be, hogy ha Rx (k) — 0, k — oo, akkor () minden pontban folytonos, azaz Q({¢}) = 0 minden p € [—7, 7]-
re.

Megoldasvazlat: Legyen 11 € [, 7] tetszdleges, terjessziik ki periodikusan a () mértéket és legyen Q(A) := Q(A+
1) minden A Borel-halmazra. Akkor

/ A (0)Qan) = / " A Q) = %ZRX(]')@‘”“.

—T —T

A jobb oldal az Rx-re tett feltevés miatt O-hoz tart, a bal oldal az el6z6 feladathoz hasonléan Q({0}) = Q({x})-héz
tart, ami tehat 0.

7. Legyen (X;);cz stacionarius sorozat, R kovariancia fiiggvénnyel. Tegyiik fel, hogy R(0) > 0és R(n) — 0Ohan — oo.
Mutassuk meg, hogy ekkor tetszéleges n > 0 esetén a I';, = (R(i — j))o<i,j<n matrix nem szingularis.

(Utmutatas. Gondoljuk meg, hogy ha valamilyen n-re I',, szingularis, akkor (X, )nez az L2(Q, P) véges dimenzids
alterét fesziti ki, és igy R(n) — 0 maga utan vonna D?(X,,) — 0-tis.)

Megoldasvazlat: Feltehetjiik, hogy D?(X,) = R(0) = 1. Mivel T',, = E(Xo, ..., X,)T(Xo,. .., X,), ha valamely
v € R"! oszlopvektorra v'T\,v = E(vT (X, ..., X,)T)? = 0, akkor sziikségképpen v1 (X, ..., X,)T = 0, azaz
linearisan dsszefiiggenek az X -ek. Legyen ng a legkisebb n, amire ez bekdvetkezik. Legyen az (Xo, ..., X,,—1) egy
ortonormalt bazisa ey, . . ., ep,—1. Mivel X, eloall Xy, ..., X, 1 linearis kombinaciojaként, a stacionaritas miatt
Xno+1 eloall Xy, ..., X, linearis kombinacidjaként, tehat Xy, ..., X, —1 linearis kombinaciojaként is. Induktiv
érveléssel lathato, hogy X, € (Xo, ..., X;,—1) minden n > ng-ra. Akkor valamely a7, j = 0,...,no — 1 stlyokkal
X, = Z;ﬁgl o’ej. Viszontitt o — Ohan — coaz R(n) — 0 feltevés miatt. Masrészt D*(X,,) = 1 = > e (a})?,
ami az elobbiek szerint lehetetlen.

8. Legyen (X;)¢cz stacionarius sorozat, R(k) = p+ (1 —p)1,—o) autokovariancia sorozattal, ahol 0 < p < 1. Mekkora
az egy lépéses elorejelzés hibajanak szorasnégyzete?
Megoldasvazlat: Eldszor mutatunk ilyen folyamatot. Legyen &, fehér zaj, Eeq = 0, Ec3 = 1 — p, valamint legyen
X fiiggetlen téle, EX = 0, EX? = p. Vegyiik észre, hogy akkor X; := X + £;-nek éppen az adott fiiggvény az
autokovarianciaja. A korabbiakbol tudjuk, hogy a fehér zaj spektralstrusége ¢-(u) = 1 — p, u € [—m, 7|, valamint
az Y; := X folyamat spektralis mértéke 27pdg, ahol &g a Dirac-delta a nullaban. Tehat akkor a spektralis meértéek
@x = (1—p)Leb+27pdo, ahol Leb a Lebesgue-meértékre utal. Keressitk az E[Xo — >+, ¥; X_;)? infimumat, azaz
EX +e0— 2o VX — 2o Yje_;]? infimumat. Ez utobbi kifejezés értéke p(1 — D> Vi)P4+1—p+(1—
P) D51 ¥F > 1 —p. Hapedigt; = 1/n, j =1,...,n-re, akkor értéke (1 — p)(1 +n/n*) = (1 —p)(1 + 1/n), ami
tetszolegesen kozel lehet 1 — p-hoz nagy n-re. Tehat a kérdéses hiba szorasnégyzete 1 — p.



