2. feladatsor megoldasvazlatai
A 3.4.6.8. feladatokat megbeszéltiik (kivéve a 6-bol a kovarianciat és a spektralis suruségfiiggvényt, de ezek a kovetkezd
gyakorlaton lesznek). Az 1. feladatot is, de a 27 konstans hibas volt, ezért most leirom a megoldast helyesen.

1. Legyen U egyenletes eloszlasu [—7, w]-n és V tdle fiiggetlen Q eloszlast (Q([—m, 7)) = 1) valtozd. Mutassuk meg,
hogy X,, = exp(i(U — nV))/+/2m komplex értéka stacionarius sorozatot definial, melynek spektralis eloszlasa @, azaz
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minden k € Z-re.

Megoldasi javaslat: EX,, = Eexp(iU)E exp(—inV)/v/27 a fiiggetlenség miatt, tehat FX,, = 0, hiszen iU egyenletes
eloszlasu az egységkoron. A varhato érték kiszamolasi szabalya alapjan, és megjegyezve, hogy az U suruségfiiggvénye
1/(2m) a [—m, 7] intervallumon,
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amit allitottunk.

2. Legyenek U, U’ egyenletes eloszlastiak (—m, m)-n és V egy @Q eloszlasu, (—, 7)-értéka valoszintuségi valtozo. Legyen
a ) mérték szimmetrikus, azaz Q(H) = Q(—H) minden mérheto halmazra. Mutassuk meg, hogy ha U, U’, V fiiggetlenek
akkor X, = (cos(U —nV)+sin(U’ —nV'))/v/27 (valés értéki) stacionarius sorozatot definial, melynek spektralis mértéke
éppen (. (Utmutatas: hasznaljuk fel, hogy a sin, cos komplex alakban is felirhato.)

Megoldasi javaslat: Vegyiik észre, hogy
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Kénnyen ellendrizhetd, hogy EZy = EZy = 0, cov(Z1,Z2) = 0, D*(Z1) = D*(Zy) = 1/2. Nyilvan V és Z;
fiiggetlenségébdl E[e™V Z)] = EZ;Ee™ = 0, ugyanigy Ele” Y Z3] = 0. Na de akkor kihasznalva a kovariancia bi-
linearitasat és a fiiggetlenséget
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Itt az elozo feladathoz hasonloan
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de mivel @ szimmetrikus, ez egyenlé Ee™" !("+h)V — f(_ﬂ ) e~ *uQ(du)-vel is, vagyis
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ahogyan akartuk.

5. (Xn)nez valds stacionarius sorozat, melynek varhato értéke nulla, kovariancia fiiggvénye (Rx (n)),ecz. Mutassuk
meg, hogy ha ), |a,| < 0o, akkora ), , ar Xy sor egy valoszintiséggel és Lo-ben konvergens!
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Fejezziik ki Y kovariancia fiiggvényét Rx-bol, és mutassuk meg, hogy ha Y~ |Rx (m)| < oo, akkor > |Ry (m)| < oo is.

Az (1) operaciorol azt mondjuk, hogy az a,, sorozat dltal adott linearis szurét alkalmaztuk az X, sorozatra. Ha ap, = 0
minden k < —1-re akkor a linearis szir6 kauzalis (ritkabban: fizikailag megvalosithato).

Ha Y, fehér zaj, akkor elég -, -, a2 < co-et feltenni, és X, jol definialt lesz Ly-ben (és egy valoszinliséggel is). Ekkor
Y, -t végtelen mozgo atlag folyamatnak hivjuk. Ha véges sok k kivételével a, = 0, akkor “sima” mozgo atlag folyamatrol
van szo.
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ami nagy m-re tetsz6legesen kicsi. A majdnem mindeniitt konvergenciahoz elég lenne, hogy

Megoldasi javaslat: Az L?-konvergenciahoz a Cauchy-tulajdonsagot igazoljuk,

> la;|BIX;| < oo
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teljesiiljon, ez pedig F|X;| < ||X;|| = ||Xo|| miatt nyilvanval6. A tobbi allitas is konnyen igazolhato.

7. Legyenek (X, )nez és (Y )nez fuggetlen gyengén stacionarius folyamatok azonos kovariancia fiiggénnyel és Zo), =
Xi, Zokt1 = Yy Legyen ¢ a (kozos) spektralis striseégfiiggvény, egyszertiség kedveert teljesiiljon ), ., |Rx (k)| <
00 is. Mutassuk meg, hogy Z stacionarius. Hogyan kaphato meg a kovariancia fiiggvénye X és Y kozos kovariancia
filggvényébol? Hogyan fejezheto ki Z spektralis sturusége ¢-bol?

Megoldasvazlat: Lathatoan Rz (k) = 0 ha k paratlan és Rz (k) = Rx(k/2) ha k paros. Ennek megfelelden a

ZRZ(k)efiuk _ ZRX(k)efﬂuk,
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azaz ¢z (u) = ¢(2u), ahol ¢(u)-t 27 szerint periodikusan kiterjesztettiik a szamegyenesre. Azaz az eredeti ¢-vel kifejezve:
¢2(u) = ¢(2u) ha 0 < u < w/2és ¢pz(u) = ¢(2u — 27) ha 7/2 < u < 7, valamint a parossag miatt nyilvan ¢z (—u) =
¢z(u),ha -1 <u <0.



