
1. gyakorlat, megoldásvázlatok

Az 1.2.5.7. feladatok szerepeltek, a 8. feladat á�olódo� a második gyakorlatra.

3. Legyen U egyenletes eloszlású [0, 1]-n. Írjuk fel U -t ke�es számrendszerben U =
∑

k>0 2
−kXk . Mu-

tassuk meg, hogy a Vn =
∑

k>0 Xn+k2
−k , n ≥ 0 sorozat erősen stacionárius és számı́tsuk ki a kovariancia

függvényét.

Megoldásvázlat: Azt kell megmutatni, hogy azXk-k független Bernoulli eloszlásúak. Ebben segı́t, ha rajzol-
unk: megnézzük, az intervallummely pontjaira igaz, hogy a k. helyiértéken 0 ill. 1 áll ke�es számrendszerben.
Ezek után gondoljuk át, hogy BÁRMELY f : RN → R (mérhető) függvényre és bármely R-értékű független,
azonos eloszlású εk sorozatre igaz, hogy az f(ε0, ε1, . . .), f(ε1, ε2, . . .), f(ε2, ε3, . . .), stb. erősen stacionárius.
A kovarianciafüggvény egyszerű számolgatás, amihez hasonlót a 2. gyakorlaton az autoregresszı́v folyamatnál
megcsinálunk.

4. Legyen φ karakterisztikus függvény. Mutassuk meg, hogy

|φ(t)− φ(s)| ≤
√

2|1− φ(t− s)|

Mutassuk meg, hogy ez akkor is igaz, ha φ pozitı́v szemidefinit és φ(0) = 1. (Útmutatás: Írjuk fel φ-ből
képze�, 0, t, s értékekhez tartozó 3 × 3-as pozitı́v szemidefinit mátrixot. Vonjuk le az utolsó sort és oszlopot
a másodikból. Gondoljuk meg, hogy az ı́gy kapo� 2 × 2-es mátrix is pozitı́v szemidefinit és számı́tsuk ki a
determinánsát.)

Megoldásvázlat: Csak a karakterisztikus függvényt ı́rom le. Mivel φ(t) = EeitX , igaz, hogy

|φ(t)− φ(s)|2 = (EeitX − EeisX)(EeitX − EeisX) = E[2(1− cos((t− s)X))],

azt kell csak észrevenni, hogy 1−φ(t−s) = E(1−ei(t−s)X) és az 1 pontból az ei(t−s)X -be mutató vektornak
éppen cos((t− s)X) az x tengelyre ve� vetületének az 1 pon�ól ve� távolsága, ı́gy E[(1− cos((t− s)X))] ≤
|E(1− ei(t−s)X)| szükségképpen.

6. Legyen c : [0,∞)2 → R, c(s, t) = min(s, t). Mutassuk meg, hogy c pozitı́v definit, azaz

∑

j,k

c(tk, tj)zj z̄k ≥ 0

minden 0 < t1 < t2 < · · · < tn és z1, · · · , zn ∈ C esetben, és csak akkor nulla, ha mindegyik zk az.

Megoldásvázlat: Képezzük a




c(t1, t1) c(t1, t2) c(t1, t3)
c(t2, t1) c(t2, t2) c(t2, t3)
c(t3, t1) c(t3, t2) c(t3, t3)





mátrixot. Az (1, 1) pozı́ciójú elem éppen t1, a 2×2-es főminor determinánsa t1(t2−t1). Amátrix determinánsa
t1(t2 − t1)(t3 − t2). Induktı́ve belátható, hogy a megfelelő n × n-es mátrixra is igaz, hogy determinánsa
t1(t2 − t1) · · · (tn − tn−1), ami pozitı́v.
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