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Szamtami kozép, mértani kozép,
meg ilyenek!

Kovécs Veronika? és Petz Dénes®

a Veres Pdlné Gimnazium tanuléja és volt tanuldja

Tobb, mint kétezer évvel ezelott a régi gorogok aranyokra alapozva mar haszndltdk a
szamtani, a mértani és a harmonikus kozép fogalmat. Legyen x és y pozitiv szam,

a szamtani kozepiik
r+y

A(z,y) == 5

a mértani kozepiik
G(z,y) == oy

és harmonikus kozepiik
2 2zy

H(z,y) =1——= )
5+§ r+y

Mind a hdrom mennyiség x és y kozé esik, ez indokolja a kozép elnevezést. Hax < m < y,
akkor a szamtani kozepet a
y—m=m—uz,

a mértani kozepet a
m_Y
x  m
és a harmonikus kozepet a kicsit bonyolultabb

y . z
y=m-+=— € m=1x+ —
n n

tulajdonsagok jellemzik. Ha ebbdl az egyenletrendszerbdl n-et kikiiszoboljik, akkor egy
egyszeribb alakot kapunk:

y—m _y
m—x X

A régi gorogok a kocka geometriai harmonidjat lattdk abban a tényben, hogy az élek
szamanak és a lapok szamanak harmonikus kozepe éppen a csicsok szama.

!Ezt a munkat Bélint Béldnénak ajanljuk, aki mindkét szerzének tanéra volt.
2E-mail: dzsilu@freemail.hu
3E-mail: petz@math.bme.hu



Az z, A(z,y), H(z,y) és y szdmok ardnyai kozotti

T 2zy
g = i Ay)=H(z,y)y Z%
2

osszefiiggést mar a babiloniaiak is ismerték, de feledésbe ment, és Pitagorasz ujra fel-
fedezte. Az emlitett kozepeket egyébkent pitagoraszi kozepeknek is szoktak nevezni.

1. A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlotlenség

A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlotlenségre egy algebrai és egy geometriai

bizonyitast adunk. A
Tr+y

VT < (1

egyenlotlenség ekvivalens a
dry < (z +y)”

egyenldtlenséggel, ami nem m4és, mint
0< (z—y).

Ez mindig igaz, és az egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha z = y. Ezzel az
(1) egyenl6tlenséget bebizonyitottuk, st sziikséges és elégséges feltételt is kaptunk az
egyenlOségre.

A geometriai bizonyitas a derékszogii haromszogre vonatkozé magassagtételen alap-
szik.

X Y

A magassagtétel szerint m = ,/zy, ahol z és y az atfogd szeletei. A
hiromszog koré irt kor r sugara x és y szamtani kézepe. Az dbrabdl latszik,
hogy m <'r, és ez a szdmtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenség.

Most megmutatjuk, hogy a harmonikus kozép kisebb, mint a mértani:
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A harmonikus kozép képletét eloszor atalakitjuk.

2 2 Ty
1,17 z+y = zty
z+y Ty 2

Az igazoland¢ egyenl6tlenség:

V< Jay

Leosztva /ry-nal és a nevezdvel atszorozva kapjuk:

8
“i

r+y

VY < 5

Ez éppen a szdmtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenség, amit mér ismeriink. Tehat
a szamtani és mértani kozép kozotti egyenltlenség ekvivalens a harmonikus kozép és a
mértani kozép kozotti egyenlétlenséggel.

Most az (1) egyenl6tlenség tobb valtozds alakjit kivanjuk megmutatni. Legyen
X1, Ta, T3 68 x4 pozitiv szdm. Az (1) egyenlStlenség kétszeri alkalmazasaval kapjuk, hogy

@)y (wses) < (m —;m) <$3;x4> |

Most a jobb oldalon 4ll6 szorzatra megint alkalmazzuk a szdmtani és mértani kozép
kozotti egyenlétlenséget:

(:vl—f-xz) (ms+m4>< 2utwr | zates )2
2 ' 2 - 2

A két egyenlGtlenséget Osszevetve és négyzetgyokot vonva az adodik, hogy

T+ X+ T3+ T4

VE1T2x3T4 < 1

Ez a szdmtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenség négy valtozds alakja. Ugyanezt
az eljarast ismételve juthatunk el az

1+ 29+ ...+ 2,

YT1To ... Ty < , (2)

n

egyenlétlenséghez, ahol n = 2*. Ha az x,-k kozott v darab = és n — v darab y van, akkor
egyenlGtlenségiink a

W:x%y%gvx—k(n—v)yzgx_i_n—vy
n n n

format olti. Ez attekinthetObb, ha = helyébe a-t frunk:

oy <ar+(1-a)y. (3)



fgy a stlyozott szimtani-mértani kozép egyenl6tlenséghez jutottunk, ami o = 1/2 esetén
adja vissza (1)-t. Bizonyitdsunkban a nem lehet egyeldre tetszéleges (0, 1)-beli szam,
csupdn g alakd. (Az ilyen szdmokat néha diadikus racionalisaknak nevezik.) - alaku
szamokkal barmilyen a. € (0, 1) kozelithetd, ezért a (3) egyenl6tlenség minden 0 és 1 kozé
esé a -ra igaz. A gondolatmenetet egy kicsit tovabbfejlesztve eljuthatunk az

xP'xy? . oxpm < omy + @y + oo+ QT (4)

egyenlotlenséghez, ami akkor igaz, ha az oy, as, . . ., ayy, pozitiv szamokra a; +as + ...+
am = 1 teljesiil. (4) a silyozott szimtani-mértani k6zép egyenlStlenség altalanos
alakja.

A siilyozott szamtani kozép el6fordul példaul a kovetkezé helyzetben: Tegyiik fel,
hogy egy didknak van két darab 5-6s dolgozata és egy l-es és egy 2-es felelete. Ugy
akarjuk kiszamitani az atlagat, hogy a dolgozatai kétszer olyan sullyal szamitanak, mint
a feleletei. Ekkor az atlag:

(54+5)+(B+5)+1+2 2 2 1

1
-9+ =-5+--1+--2=3,83.
6 6 +6 +6 +6 ’

Ha az egyszerii atlagot szamoljuk, akkor 3,25 kerekitve 3-as. De ha figyelembe vessziik
a dolgozatok nagyobb silyét, akkor a didk a 4-est is megérdemli.

2. A logaritmikus kozép

Az x és y pozitiv szamok logaritmikus k6zepe:
Liz,y):={ ne—Iny (5)
x ha x =y.

Ez a képlet jéval bonyolultabb, mint a szimtani, vagy a mértani kézép. Az sem latszik
azonnal, hogy L(z,y) egy pozitiv szam, még kevésbé az, hogy x és y kozé esik. Mindezek
a tulajdondgok kovetkeznek az aldbbi tételbdl.

1. Tétel.
G(z,y) < L(z,y) < A(z,y)

minden pozitiv x és y szamra.

Bizonyitds: Osszuk el a
r—1y < r+y
Inx —lny — 2

VZY <

igazolandé egyenlotlenséget y-nal, igy azt kapjuk, hogy

-1
Y lng 2 \y




Latjuk, hogy mindeniitt z-nek és y-nak a hanyadosa szerepel, ezért érdemes ennek
helyébe egy 1ij valtozét irni, mondjuk z2-et:

22—-1 1
‘s 2Inz = 5(22 1)
Tehat a kovetkezo két egyenlotlenséget kell igazolnunk
2y < 21 (6)
~ Inz
és 2 2
0 <z +1. (7)

Az egyszerliség kedvéért mindkét egyenlGtlenséget a z > 1 esetben igazoljuk (ekkor
Inz >0),a0 <z <1 eset teljesen hasonléan targyalhaté. Igy (7) a

22 —1
<Inz
2241

alakot 6lti. z = 1 esetén mindkét oldal 0. Az egyenldtlenség biztosan fennall, ha a bal
oldal lassaban novekszik, mint a jobb, vagyis a bal odal derivaltja kisebb, mint a jobb
oldalé. Elvégezziik a derivalast. Meg kell mutatnunk, hogy
22(22+1) — (22— 1)22 1
(22 + 1)2 —

-
ami dtrendezés utan

0<2' =222 +1=(2"-1)
format kapja. Természetesen ez igaz, igy (7) bizonyitasat elvégeztiik.

Az (6) egyenlétlenséget a
2?2 -1
- (®)
formara hozzuk. z = 1 esetén mindkét oldal 0. Hasonléan, mint az el6z0 esetben,
megmutatjuk, hogy a bal oldal derivaltja kisebb, mint a jobb oldalé. Tehdat a kovetkezo
egyenldtlenséget kell bizonyitanunk:

2lnz <

2 2z-z2—-(22-1)-1
_ < ,
z 22
ami atrendezés utan .
2<z+—,
z
és tovabb alakitva
0< (z—1)2.

Ez nyilvanvald, és ezzel a (6) egyenlStlenség bizonyitdsat befejeztiik.
Ha tudunk integralni, akkor az
Y < ar+(1-a)y
egyenlGtlenségeket integrdlva « szerint 0-t6l 1-ig, éppen az L(x,y) < A(z,y) egyenltlenség-

hez jutunk. Ebbdl azt is megjegyezhetjik, hogy a logaritmikus kozép a sulyozott mértani
kozepek integrdlja.



3. Vektorok szamtani kozepe
Legyen x1,Xs,...X, a sik vektorai. Szamtani kozepiik
1
A(Xl,XQ, .. .Xn) = E(Xl +Xo+...+ Xn).

Az egyszeriliség kedvéért foglalkozzunk az n = 3 esettel. Ekkor a harom vektort inkabb
az X,y és z betiikkel jeloljik. Ha x = (z1,23), y = (y1,¥2) és z = (21, 22), akkor

1 1
A(x,y,z) = (5(331 + 1+ 1), §($2 + Yo +22)) .

S=(x+y+z)/3

o)

Az x, y és z vektorok szdmtani kozepe nem mé&s, mint a hdrom pont
altal meghatdrozott hiromszog silypontjaba mutaté vektor. A sziamtani
kozépnek tehat egyszerii geometriai jelentése van.

2. Tétel. Legyen x, y és z hdrom vektor a sikon. Szdmtani kozepiik a sik helyvektorain
értelmezett
w |lw—x]+|w—y>+ |w—z]

figguény minimumhelye. (Itt az abszolutértékjel a vektorok hosszdt jeldli.)



Bizonyitds: A tagok csoportositasaval:

W —x[ + |w -y +|w -z =
= [(w1 —1)* + (w2 — 332)2] + [(w1 —y)* + (ws — y2)2] + [(wl —21)” + (wy — z2)2]
= [(wl —21)? + (w1 — y1)” + (wy - 21)2] + [(wz — 2)% + (wy — y2)” + (wa — 22)2]
Ennek minimumadt ugy keressiik, hogy kiilon az elsé szogletes zardjelben levd tagot és
kilon a masodik szogletes zardjelben levé tagot minimalizaljuk.
Megmutatjuk, hogy

(w1 — 21)* + (w1 — 1)* + (w1 — 21)?

a minimumét (adott x1,y; és z; mellett) a

1
w, = g(l’l + Yy + Zl)
helyen veszi fel, vagyis

(wy — 21)” + (w1 — 11)” + (w1 — 21)?
>ty +a)—nP+ @ Fn+a) -l +2) - gl

Az egyenl6tlenség igazolasara a jol bevalt mddszeriinket, a derivalast hasznaljuk. Eszre-

vessziik, hogy
1
wy = g(fvl + 1 +2)
helyen egyenléség van. Mivel a jobb oldal konstans, elég a bal oldal derivaltjat vizsgalni.

Megmutatjuk, hogy
1
wy < 3(151 +y1 +21)
esetén a derivalt negativ,

1
wy > g(xl + 1+ 21)

esetén pedig pozitiv, mert ekkor w; = %(:vl +y1+21) helyen éppen a minimumot kapjuk.
Mivel a derivalt

1
2(wr — x1) + 2(w1 — y1) + 2(wy — 21) = 6[wy — §(£L"1 +y1 + 21)] ,

ezért innen mar konnyen latszik, hogy ez igaz.

A miésodik szogletes zardjelben levd tag formdja teljesen hasonld, ezért hasonléan
minimalizalhaté. A bizonyitast elvégeztiik.

Tételezziik fel, hogy van egy géplink, ami két vektornak megadja a szdmtani kozepét.
Lehetne-e ezt a gépet harom vektor szamtani kozepének meghatarozasara hasznalni?
Kozvetlen médon talan nem, de épithetnénk beldle egy 1ij berendezést, ami harom be-
mend vektorbél megad harom kimend vektort. Ha x, y és z a bemend vektorok, akkor
a kimendk

(x+y).

N[

x' = (y +2), y = 3(z+x), z' =

7



Az 1j berendezésiink azt a gépet hasznalja, ami két vektornak képes megadni a szdmtani
kozepét. Ezt a berendezést hasznaljuk ujra, az altala kiadott vektorokat taplaljuk be
ujra és ujra. Igy a kovetkezo rekurziot végeztetjik.

Legyen az (ag, by, ¢g) vektorhdrmas a kiindulasi (x,y,z) harmas. Ha az (a,, by, c,)
hdrmas méar megvan, akkor a berendezésnek beadva, az kiadja az (a,.1,bni1,Cny1)
harmast, amit a

Apt1 = %(bn + Cn)7 bn—|—1 = %(cn + an)a Cpt1 = %(an + bn)

képletek adnak meg. Amint n névekszik, az (a,, by, ¢;,) vektorhdrmasok egyre kisebb A,
haromszogeket hatdroznak meg, és egyre jobban megkozelitik a kezdetben adott harom
vektor szamtani kozepét, ami a A silypontjanak felel meg. Valdjaban a Ay, A1, Ag, ...
haromszogek sulypontjai egybeesnek, hiszen

1 1/1 1 1
g(anH + by +Cuy1) = 3 (é(bn +c,) + i(c" +a,) + 5(3” + bn)) =

1
= g(an + bn + Cn)
a rekurziébol adédédan.

Z=Cy

C
b1 2 a1

az b,

X=ag C1 y=b0

A rekurziéval értelmezett (a,,by,cy,) vektorhdrmasok dltal meghatdrozott
haromszogek egyre kisebbek, és megkozelitik az ag, by és cy vektorok
szamtani kozepét megadé sulypontot.

4. Feladatok

1. Mutasd meg, hogy az x és y pozitiv szdmok pitagoraszi kozepeit az

y—m

m—-2

8



arany meghatarozott értékével lehet jellemezni!

. Igazold, hogy a szdmtani, a mértani, a logaritmikus és a harmonikus kozepek
egyarant monotonok a vatozéikban, azaz

M(z,y) < M(z',y),

ha z < z' és y < y'! Szavakkal kifejezve: Nagyobb z-re és y-ra a kozép is nagyobb
lesz. (M helyében A, G, H és L allhat.)

. Legyen n egy pozitiv egész szam és t egy pozitiv valds szam. Igazold, hogy vannak
olyan v és k pozitiv egész szamok, hogy

v

0<t—5

<

S|



