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2005-ben a szegedi Bolyai Intézet a Szokefalvi-Nagy Béla emlékérmet Tsuyoshi Ando
japan emeritusz professzornak itélte. Ebbol az alkalombdl bemutatjuk Ando életének
és matematikai munkassaganak néhany epizodjat. Szokefalvi-Nagy Béla munkdssidgahoz
kapcsolddik a kontrakcidk unitér dilataciéja. Egy masik témakor, amit roviden felvazolunk
az a matrixkozepek elmélete. Erdekességképpen megvilagitjuk azt is, hogy hogyan veze-
tett el a tobbpdlusu halézatok ellenallasmatrixa a matrixok parhuzamos osszegéhez, ami
majdnem a harmonikus kozepiik.

1. Eletra jzi bevezetés

Ando 1932-ben sziiletett Japan északi szigetén, Hokkaidon. Altaldnos iskolai ta-
nulmanyait folytatta, amikor kitort a II. Vildghdboru. 1945-ben sziilei egy katonai tiszti
iskolaba irattdk be. A vildghdborut koveté amerikai katonai megszallas és a kialakult
nagyon zavaros helyzet arra késztette, hogy polgari kozépiskolaba menjen at.

A hébord utdan Japanban sok minden megvaltozott, a hokkaidoi régi csaszari egye-
tem amerikai stilusi oktatési intézménnyé alakult at. Itt kezdte meg Ando matemati-
kai tanulményait. A Tokyobdl Sapporoba keriilt Hidegono Nakano professzor oktatasa
és matematikai Otletei kedveltették meg vele a funkcionalanalizist, azon beliil pedig a
rendezett Banach-terek elméletét, annak ellenére, hogy Nakano arisztokratikus visel-
kedése miatt személyes kapcsolata alig volt vele. Stefan Banach linearis operatorokrol
irott konyvét Ando egy fiatal tanaraval egyiitt olvasta. A rendezett Banach-terek lett
doktori értekezésének is a téméaja 1958-ban. Ezt kovetden a Hokkaidoi Egyetem Al-
kalmazott Elektronikai Kutatéintézete matematikai részlegének munkatarsa lett. Az
intézményt az interdiszciplindris kutatdsok jellemezték. Ando matematikai stilusa nem
a nagy elméletek 1étrehozdsa, hanem az eredeti Otleteket megkivané specidlis kérdések
megvéalaszoldsa volt.

Bar érdeklodése tovabbra is a rendezett Banach-terek felé iranyult, a Hilbert-terek li-
nearis operatorai is kozel keriiltek hozza. fgy keriilt kapcsolatba a Szokefalvi-Nagy Béla
altal kifejlesztett dilatacidelmélettel. Ando 1963-ban megmutatta, hogy felcserélheto
kontrakciéknak felcserélheto unitér dilatacidjais van. Az 1975. oktoberétol 1976. juliusdig
terjed6 idoszakot Szegeden toltotte. Szivesen emlékszik vissza az aktiv matematikai
életre. A magyar konyhdt gyorsan megszokta és megszerette. A haldszlé, a paprikas
csirke és a toltott kaposzta kedvenc ételei voltak. Szegeden lett tarsszerzoje Ciprian



Foiagnak és Zoia Ceaugescunak. Ko6zos dolgozatuk kontrakcidk specidlis dilatécigjardl
sz6l. A magyar nyelv nagyon érdekelte, Tandori professzortél azt is megtudta, hogy
egy kis helyesirasi valtoztatassal akar magyaros neve is lehetne. Evekkel késobb nagy
nehézségekkel ugyan, de elolvasta Vincze Istvan ,Emlékezés Riesz Frigyes professzor
urra” magyarul irt cikkét.

Talan Ando elektronikai munkahelyének is szerepe volt a pozitiv definit matrixok koze-
peirdl kialakitott elméletben. Parhuzamos kapcsolashoz kotodik a matrixok parhuzamos
Osszege, ami majdnem a harmonikus kozepiik. A matrixkozepek altalanos elméletét
Ando Fumio Okubo nevi tanitvanyaval alakitotta ki Lowner operatormonoton fiiggvé-
nyekrol szol6 tételei felhasznédldsival [8]. Ando érdeklédéséhez taldn a geometriai kozép
allt a legkozelebb. Két matrix geometriai kozepének elegans jellemzését adta, sok évvel
kés6bb visszatért a témahoz, és harom matrix geometriai kozepével is foglalkozott. A
matrixkozepek és a hozzdjuk kapcsoldodd egyenlotlenségek Ando kutatasi teriiletét a
matrixok irdnyaba terelték, és hamarosan a téma vilagszerte elismert szakértdje lett.

1. dbra. Tsuyoshi Ando professzor igazgator szobdjdban

1992-ben az intézmény, ahol Ando dolgozott, megvaltoztatta a nevét. Az tdjonan
létrejott Elektronikai Tudoméanyok Kutatdéintézetének Ando lett az igazgatdja:



2. Tobbpdlusi halézatok

Anderson és Duffin az [1] cikkben arra torekedtek, hogy létrehozzanak egy egységes
leirdsmodot a linearis tobbpdlusu halézatok kapcsolasainak ereddire. Kozismert az a
tény, hogy az egyszeri kétpélusok kapcsolasaiban, ha az eredé impedancidkra, vagy ve-
zetOképességekre vagyunk kivancsiak, akkor soros kapcsolasnal azok osszeadddnak, vagy-
is egy kettes szorzétdl eltekintve a szamtani kozép jelenik meg, padrhuzamos kapcsoldsndl
pedig a harmonikus kozepet lathatjuk.

A kovetkezOkben bemutatjuk, hogy a linearis tobbpdlusi halézatok kapcsoldsaiban
miképpen jelennek meg az egyszerii matrixkozepek. MindenekelOtt egy rovid bevezeto
sziikségeltetik ahhoz, hogy vilagos legyen, hogyan reprezental egy matrix egy tobbpdlusu
halézatot.

Tekintsiik a 2. abran feliil talalhato A jeli halézatot. Baloldalt talalhatéak a be-
menet kapcsai, amin a befolyé aramokat egy i; vektorba rendezhetjiik. Minden ka-
pocshoz tartozik egy fesziiltségszint is, amit valamilyen elére megvalasztott referencia-
pont fesziiltségszintjéhez viszonyitunk. Ezeket a fesziiltségeket szintén egy vektorba ren-
dezziik, amit u;-gyel jeloliink. Ugyanezt a jelolésmédot alkalmazzuk a halézat kimeneti
oldalan is. fgy definidlhatunk egy iy és egy uy vektort a kimenetre és az I = [iy, is] és az
U = [uy,us] vektorok tartalmazzik az egész hélézatot leiré dramokat és fesziiltségeket.
Az I vektort a halézat Neumann-adatanak, az U vektort pedig a hélézat Dirichlet-
adatdnak is hivjak [4]. Nyilvan a két vektor kozott fenndll valamilyen kapcsolat, amit a
halézat belsé strukturaja specifikdl. Ez a kapcsolat, ha a halézat csak linearis elemeket
tartalmaz, egy matrix, ami a kovetkezo:

GU=1.

Ez az egyenlet admittancia karakterisztika néven is ismert. Véve az inverzét megkapjuk
a hélézat ellendllas karakterisztikajat:

RI=U,

ahol R = G~! a hélézat ellenillas matrixa.

Ilyen halézatokat kiilonbozoképpen ossze is kothetiink, az egyik lehetséges kapcsolas
a parhuzamos kapcsolds, ami az 2. abran alul lathat6. Folteheté a kérdés, hogy az
A és a B halézat karakterisztikdinak ismeretében, hogyan irhatjuk fel az eredd hélézat
karakterisztikait. Induljunk ki az

GAUA ZIA és GBUB ZIB.

admittancia karakterisztikdkbol és célozzuk meg az ered6 Z haldzat admittancia- és
ellenallas karakterisztikajat:

GzUZ :IZ és Rzlz = Uz.

Kirchoff torvényeibdl kovetkezik, hogy az eredé Z halézat fesziiltségei megegyeznek a
két alhalozat fesziiltségeivel
Uz =Ua = Us,
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2. dbra. Felul: Egy tobbpolusiu ellendllds bemend és kimend dramerdsséq és
fesziiltséguektoraival. Alul: Két tébbpolusi ellendllds pdrhuzamos kapcsoldsa

az eredd aramok pedig a két alhalézat dramainak Osszegével
I; =14+ 1Ip.
Felhaszndlva a két egyenletet megkapjuk az ered6 halézat R, ellendllasat:
Rz = (R;' +Rp)7,
amit parhuzamos Osszegnek is neveztek. Az R, és Rp matrixok harmonikus kézepe
2R, + Rz

a parhuzamos o6sszeg dupldja.

3. Matrixok kozepei

Most térjiink rd a kozepek egy nagyon rovid targyaldsira, ldsd még a [12] dolgozatot.
A Kubo-Ando elmélet azon az észrevételen alapul, hogy a legtobb kozép egy homogén
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kétvaltozos fiiggvény,
M(tz, ty) = tM(z,y).

A szamtani, geometriai, harmonikus és hatvanykozepekre az azonossag konnyen lathato.
A homogenitas kovetkezménye, hogy elegendé az egyvaltozos fir(z) := M(1, z) fiiggvényt
ismerniink, ugyanis

M(z,y) =zM(1,y/z) = xfu(y/z). (1)

Amikor Kubo és Ando ezt a képletet a pozitiv definit négyzetes métrixokra adaptalta,
akkor az

M(K,L) = K'Y?M(I, K \2LK Y% K'/2, (2)

format valasztottak, hiszen matrixokat nem lehet osztani, és az inverz matrixszal vald

szorzds is balrdl és jobbrdl egyarant torténhet, illetve biztositani akartdk az M (K, L)

matrix pozitiv definitdsat. Ha M (I, N) = fu (V) a pozitiv definit N métrixra, akkor a

szamok geometriai kozepének megfelelé négyzetgyok fiiggvény a K és L pozitiv definit

matrixokra a
KV K-12 K-1/2 /2

geometriai kozepet adja. Még az sem vilagos, hogy ez a K és L valtozokban szimmetrikus,
de kis szamolassal igazolhat6. Igaz-e, hogy a mértani kézép kisebb, mint a szamtani?

Vagyis a
OK'PVK-12LK-12K'? < K + L (3)

egyenlotlenség a kérdés. A matrixegyenl6tlenségekkel valé szamolas gyakorlatot kivan.
A kovetkezore allitast hasznaljuk fel:

A< B esetén CAC < CBC, (4)

barmilyen 6nadjungélt C' matrixra. Ezt hasznalva, azaz (3)-et balrél és jobbrél K—'/2-nel
megszorozva, az ekvivalens

WWK-12LK-12 < K '*(K+ LK =1+ K Y?LK /2, (5)
egyenl6tlenséget kapjuk. A D := VK~1/2LK~1/2 jeloléssel a
2D < I + D?

egyenlotlenséghez jutunk, ami nyilvan igaz. A bizonyitas hasonlé volt a szamokra vonat-
kozo egyenldtlenség bizonyitasahoz. Arra kellett vigyazni, hogy egyidejiileg szorozzunk
balrél és jobbrdl, tovabb4 nem szabad azt haszndlnunk, hogy A% < B? ekvivalens az
A < B egyenlotlenséggel, mert ez pozitiv métrixokra nem igaz.

Az olyan matrixokat, amelyek elemei is matrixok, blokk-matrixnak nevezziik. Egy
olyan 2 x 2-es blokk-métrix, aminek az elemei 2 x 2-es matrixok, egyszeruen egy 4 x 4-es
matrix. Minden 4 x 4-es matrixot tekinthetiink 2 x 2-es blokk-matrixnak. Akar igy, akar
ugy tekintjiik, a szdmoldsi szabdlyok ugyanazt adjak.



Ando érdekes meglatasa az, hogy a geometriai k6zép az a legnagyobb X matrix, amire

v 1]

blokk-matrix még pozitiv szemidefinit. Ha K, X és L 1 x 1-es matrixok, azaz szamok,
akkor 2 x 2-es métrix pozitivitdsa a determinans pozitivitasat jelenti. A legnagyobb X,
amire KL — X? pozitiv (médsok szerint nem-negativ), az X = v KL.

A matrixkozepek elméletének harom valtozéra vald kiterjesztésével vildgszerte sokan
probélkoztak. A geometriai kozép esetében sem egyértelmi a kiterjesztés, mas koze-
pekrél pedig nagyon kevés dolog ismert [3, 11].

4. Unitér dilatacio

Legyen K a H Hilbert-tér egy kontrakcidja, azaz ||K|| < 1. Az K operétor unitér foly-
tatasa egy olyan U unitér operatort jelent az H-t tartalmazé I Hilbert-téren, amelynek
‘H-ra valé megszoritasa K. Ha P jeloli -nak H-ra valé merdleges vetitését, akkor az
unitér folytatds a PU = K reldcit jelenti (a ‘H téren).

Az K Hilbert-teret felbontjuk H @ H* formaban, ahol H* az H altér ortogonélis
kiegészitoje. Ekkor operatorai matrix format éltenek:

ool ©

A métrix elemei lindris operatorok, és a matrix hatésa

A B &\ [ A+ Bn

C D n ) \C&+ Dy
a £ ®n vektoron (£ € H,n € H'). Az (6) métrix egy unitér operatort ad, ha az
adjungaltjaval val6 szorzata az identitas, azaz

A B A* C* | | AA*+BB* AC*+ BD*
C D B* D*| | CA*+DB* CC*+ DD*

az identitas operator. Ez akkor teljesiil, ha
AA*+BB*=1,, AC*+BD*=0, CA*+DB*=0 é CC*"+DD*=1,,

ahol I} a H tér identitédsa, I, pedig a H* téré. (Részletesebb targyalds példaul [10]-ban
talalhato.)

A (6) matrix K unitér folytatasit adja, ha A = K és B, C és D kielégitik az

KK*+BB* =1, KC*+BD*=0, é CC*+DD"=1I, (7)



egyenleteket. Ilyen B,C és D operatorokat gy konstrudlhatunk, hogy H*-t H-val
izomorfnak valasztjuk. Legyen

B:=+/I, - KK*, C:=—-/I,—- KK, D:=K".

Az (7) egyenletek koziil az els6 és az utolsé nyilvanvaléan teljesiil. A méasodik a

-KL -K*K++, —-KK*K =0

formédt 0lti. Ha K onadjungdlt, akkor az egyenletben szereplé négyzetgyokkel felcserélhetd,
és az egyenlet nyilvanvaléan teljesiil. Ha K nem onadjungalt, akkor a bizonyitéas kicsit
hosszabb, ldsd [14] Fiiggelékében a 4. paragrafust.

Joval nehezebb lesz a helyzet, ha az egyszerii PU = K feltételt a
PU"=K" é PU")"=(K")" (n € N)

kovetelménnyel helyettesitjik. Az ilyen U unitért fogjuk K unitér dilataciéjanak nevezni.
Minden kontrakciénak l1étezik unitér dilatacidja.

Ando azt mutatta meg, hogy ha K; és Ky felcsrélheto kontrakcidk az H téren, akkor
léteznek U; és U, unitérek egy alkalmas I O H téren, hogy

PU"U,™ = K{"Ky,™ és P(Ul*)n(Ug*)m = (Kl*)”(KQ*)m (m,n € N)

a H alterén KC-nak [2]. Ando dilaticiés tételének jelentdségét fokozza, hogy szoros kap-
csolatban van a ,lifting” tétellel, ami szdmos interpolaciés probléma megoldasanak kiin-
dulépontja [5, 13].
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