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A “q” vilaga, avagy a matematika

deformacioja

Petz Dénes *

A ¢ betli a magyar nyelvben alig fordul el6, az idegen eredetii szavakban is atirasra
keriilt. Példdul a latin eredetii kvadratikus (= mésodfoki) vagy kvantum (= anyagi
részecske, ill. a hozzdtartozd energiamennyiség) szavakat is magyarosan irjuk. A ma-
tematikai jelolésrendszerben azonban a ¢ betii tobb helyen megmaradt. A mértani
sorozat hanyadosanak, azaz kvdciensének szokasos jele ma is ¢, és ha egy valds szamrol
demonstralni akarjuk, hogy raciondlis, akkor rendszerint g alakban irjuk fel, ahol p és ¢
egész szamok.

A deformdcid sz6 valami formdjanak megvaltoztatasat, illetve megvaltozasat jelenti.
fgy példaul a korvonal deformaélasaval ellipszishez juthatunk. Addig amig a hétkoznapi
nyelvben a deformécié gyakran a normalistol valé negativ irdnyu eltérést jelent, a
matematikaban ez nem feltétlentil van igy, hiszen az ellipszist és a kort egymasba de-
formalhatjuk az excentricitas fokozatos valtoztatasaval. Az alabbiakban a deforméacio
sz6 egy matematikai objektum (kismértékii) folytonos megvéltoztatisat fogja jelenteni.
El6szor a természetes szamokat fogjuk deformalni.

Induljunk ki a mértani sorozatbdl, amelynek hanyadosara most is a g betiit hasznaljuk
jelolésként. A sorozat Osszegképlete jol ismert:

" —1

l+g+@+...+¢" '=——,
qg—1

ami beszorzassal egyszeriien lathatd. Ha ¢ = 1, akkor az Gsszegképlet nem érvényes, az
Osszeg n. q as, mondjuk pozitiv valds értékeire az n természetes szam egy deformaltjihoz
jutunk. A deformécié mértéke g-nak az 1-t6l valé eltérése. Vezessiik be az

nly:=1+q+...+¢"!

jelolést, és nevezziik ezt a szamot az n-edik g-egésznek. Nyilvan [n]; = n. A ¢-egészek
Osszeadésara a
[n +mly = [n]y + ¢"[m]y, = [m]y + ¢"[n],

a képletet irhatjuk fel. Ezt az egész szamok Osszeaddsa deformécidjanak is nevezhetnénk,
maga a g deformdciés allando szerepel a g-dsszeaddsban.

*Ezt a dolgozatot szeretettel és tisztelettel ajanlom Csaszar Akos professzornak 75. sziiletésnapja
alkalmabdl.



Az els6 n g-egészet Osszeszorozva a szokasos n faktoridlis deforméaciéjat kapjuk.
Legyen

(-1 -1)...(¢"=1)

[n]! = [1g[2]g - - - [n]g = n és [0 =1.
(¢—1)
Van-e ennek barmi értelme? n! az n elemii halmaz permutacidinak a szdma, azaz az
1,2,3,...,n szdmok Osszes sorrendjeinek a szdma. Ha 7w = (i1,149,...,1,) egy sorrend,

akkor jelentse inv () az inverziék szdmat, azaz az olyan k < [ indexek szdmat, hogy
ix > 1;. Példdul az 1,5,2,4,3 permutéciéban az inverzik szama 4, mert (5,2), (5,4), (5,3)
és (4,3) az inverziéban 4llé6 parok. Ha az egyes permutdciéknak az inverzidk szamatol
fiiggd alkalmas sulyt adunk, akkor eljuthatunk az [n],! szdmhoz.

Nevezetesen,
inv (7)) __
TESn
ha az Osszegzés az 1,2, ..., n szdmok Osszes permutacidinak S, halmazara torténik. ¢ = 1

esetén természetesen nincsen silyozds, ez az az eset, amit jol ismeriink. Az altalanos
eset teljes indukciéval egyszeriien bizonyithaté. Az n = 1-re vonatkozd allitas trivialis.
Tételezziik fel a formula helyességét n-re. A m € S, szerinti Gsszegzés tagjait cso-
portositsuk aszerint, hogy n + 1 hanyadik helyen &ll. Ha az utols6 helyen, akkor nem
all inverzidoban egyetlen més elemmel sem, az ilyen permutaciokra torténd Osszegzés az
indukcids hipotézis alapjan [n],! Gsszeget ad. Azoknak a permutdcidknak a jaruléka,
amelyekben n + 1 az n-edik helyen van g[n],!, mert eggyel t6bb az inverzik szdma mint
a n + 1 elhagyédsaval el6dllé permutdciéjdban az n-elemnek. Ezt folytatva latjuk, hogy

ST @™ ™ =[n]l +gnl! + ... + "]y, (1)

TESp+1

és a jobb oldal éppen [n + 1],[n],! = [n + 1],

Felbuzdulva a sikeren forduljunk a binomidlis egyiitthatok felé. (") az n elemii hal-

k
maz k elemi részhalmazainak szdma és faktoridlisokkal is kifejezheto: (Z) = #lk),
Tehat két iranyba is elindulhatunk. Egyszertien helyettesitjiik a szokdsos faktoriégist q-

faktoridlissal, vagy megprébéljuk az n elemi halmaz k elemii részhalmazait valamilyen,
a korabbihoz hasonlé silyozéassal 0sszeszamolni. Ha az utébbit jol csinaljuk, akkor a két

Uit ugyanoda vezet: Legyen
n [n],!
- @
(1), 7

és ha A C {1,2,3,...,n}, akkor ¢(A) legyen azoknak az (u,v) szampdroknak a szdma,
hogy l<u<v<nésu¢gA, deve A Példiul az {1,4} C {1,2, 3,4} esetben a (2,4)
és (3,4) péarokat kell figyelembe venni, tehat c({1,4}) = 2. Ezutdn azt allitjuk, hogy

ren ()

q



ha az osszegzés {1,2,...,n} k elemii A részhalmazaira térténik. Ha a bal oldalt F'(n, k)-
val jeloljiik, akkor levezetheté az

F(n+1,k) = F(n,k) + ¢ " F(n, k- 1) (4)

rekurzié. (A bal oldal a ¢ szamok 6sszege amikor A szdmossiga k és A C {1,2,...,n+
1}. A jobb oldal els6 tagja az A C {1,2,...,n} halmazoknak megfelelé Gsszeg, mig a
masodik tag az (n+1) € A C {1,2,...,n + 1} részhalmazokra vonatkoz6 Osszegzés.)
Beldthatd, hogy a g-binomidlis egyiitthatok is eleget tesznek a (4) rekurziénak, azaz

(O,

Ez (3) bizonyitdsdnak véazlata. A ¢ = 1 esetben (5) a binomidlis egyiitthatdk, azaz a
Pascal-féle haromszog jol ismert tulajdonsaga.

Legyen p(n, k,m) az m elemii halmaz olyan particiéinak a szdma, amelyek legfeljebb
k blokkbdl allnak és minden egyes blokkban az elemek szama legfeljebb n. Megmutatjuk,
hogy

n

3 bl b )" = (" ’ ’“) (©)

Jeloljiik az egyenléség bal oldaldt G(n, k)-val. A
p(n: ka m) - p(na k — 17 m)

szam megadja az m elemi halmaz olyan particiéi szdmét, amelyben pontosan k£ blokk
van és minden blokk elemszama legfeljebb n. Ha minden egyes ilyen particié blokkjait
egy elem elhagydsdval csokkentjiik (és persze az egy elemii blokkokat igy megsziintetjiik),
akkor m — k elem olyan particiéi 0sszeszamldldsadhoz jutunk, amikben a blokkok szdma
legfeljebb k és az egyes blokkokban legfeljebb n — 1 elem van. Tehéat

p(n,k,m) —p(n,k—1,m)=pn—-1,k,m—k),
ami a G(n, k) szdmokra a
G(n, k) — G(n, k—1) =¢"G(n - 1,k)

osszefiiggést adja. Ez egy rekurziés formula, amely G(n,k) értékeket a G(n,0) =
G(0,k) = 1 kiinduldssal egyértelmiien meghatdrozza. Ezutdn csak azt kell észrevenni,
hogy a g-binomidlis egyutthatok eleget tesznek ugyanennek a rekurzionak, vagyis

(2,0, () i

Ez az Osszefliggés lényegében (5)-tel azonos: Ha (5)-ben k helyébe n-et és n helyébe
n + k — 1-et tesziink, akkor éppen (7)-hez jutunk.

n
osszes sorrendjeinek a szdma. Minden egyes sorrend egy origébél indulé rdcspontokon

keresztiil jobbra és felfelé haladé bolyongéssal szemléltetheté. = jelent egy jobbra, és y
egy felfelé 1épést. Az dbrdn az ryxxyxyx x xyyx sorozatnak megfeleld utat lathatjuk:

Az ("+k) klasszikus Newton-féle binomialis egyiitthaté n darab x és k darab y karakter
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X

Vildgos, hogy n darab x és k darab y olyan utat ad, amely az (n, k) rdcspontban végzddik.
Jelolje A az {1,2,...,n + k} halmaznak azt a részhalmazit, amelyet az y-ok sorszdmai
jelolnek ki. A fenti példdban A = {2,5,7,11,12}. Az z,y sorozatok nyelvén a c(A)
mennyiség a sorozatban tartalmazott (y,z) rendezett parok szdma. Minden egyes ilyen
pér az Ut alatt egy négyzetet jelent. (Példaként a kovérrel szedett (y, x) padrnak megfeleld
négyzet van bejeldlve az dbran.) Igy ¢(A) nem més, mint az ut alatti teriilet. Ez tehat
c(A) egyfajta geometriai jelentése. Nem nehéz ezek utdn litni azt, hogy p(n,k, m) az
olyan utak szdma, amelyek az origébdl az (n, k) pontba visznek, és az alattuk 1év6 teriilet
éppen m.

A g¢-binomidlis egyiitthaték Gausshoz nyulnak vissza, Gauss-féle polinomoknak is

nevezik 6ket. (5)-bél n szerinti teljes indukciéval lathatd, hogy az (") Gauss-féle poli-

k
nom ¢-nak egész egyiitthatds polinomja. Ugyanez (6)-bdl teljesen Vilégqos.

A g¢-binomidlis egyiitthatoknak algebrai jelentésiik van abban az esetben, ha ¢
primhatvdny. Ekkor a 0,1,...,¢ — 1 szdmok a mod ¢ 6sszeaddssal és szorzdssal testet
alkotnak. Az algebra nyelvén azt mondjdk, hogy ez egy véges ¢q karakterisztikdju test,

ugyanis
1 2 q

T+1+...+1=0.

Példaul az 5 karaterisztikaju véges test a 0,1,2,3,4 maradékosztalyokbdl all. Benne
2+3=0 és 2/3=4, ugyanis 2+ 3 0-t ad maradékul 5-tel osztva, amig 3z az x = 4 esetben
ad 2 maradékot. A ¢ karakterisztikdju test feletti n dimenziés vektortér k& dimenzids
altereinek a szdma éppen (2) . A k =1 esetben ez konnyen ldthat6. Az n dimenzids

vektortér a 0,1,...,¢—1 szamokbol all6 n-esek Osszessége, tehat elemszama ¢”. A nem 0
“vektorok” szama ¢™ —1. Minden egyes nem nulla vektornak ¢ —1 nem nulla tobbszorose
van, amik ugyanazt az alteret adjak. Igy az egydimenziés alterek szama

Tr=m=())

Az &ltaldnos eset bizonyitdsa ugyanezt a sémat koveti. ElOszér meghatarozzuk a
linedrisan fiiggetlen vektorokbdl allé k-asok szamét. Egy ilyen (vi,ve,...,vr) k-as a
kovetkezOképpen valaszthatd. wvi-et a fentiek szerint ¢" — 1 féleképpen vehetjik; vs-
nek a vy altal feszitett altéren kiviil kell lenni, tehdt ¢" — ¢ lehetéség van; vs a vy és
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v &ltal meghatdrozott altéren kiviil van, mivel v; és vy linedris kombindciéi szdma g2,
v3-ra ¢" — ¢° lehetéség van. Ezzel a gondolatmenettel azt kapjuk, hogy (vi,vs,- .., vg)
valasztasa

@ =" ~q)..-(¢" ="
féleképpen torténhet. Minden egyes (vq, vy, ..., vx) k-as megad egy k-dimenzids alteret,
de koziiliik tobb is ugyanazt az alteret adja. Pontosan

-1 —q).. (-

adja ugyanezt az alteret, hiszen a k dimenziés vektortérben a fentiek szerint eny-
nyiféleképpen valaszthatunk egy linedrisan fiiggetlen vektor k-ast. Tehat a k& dimenzids

alterek szama 1
(" -D(@" -9 ... (" =¢")
(¢ —1)(¢*—q)...(¢F —¢*") "

n

k

és ebben felismerhetjiik az ( ) binomidlis egytitthatot.
q

Egy masik algebrai jellegii tulajdonsdga a g-binomidlis egyiitthatoknak a g-binomidlis
tétel. Legyen X ésY egy olyan algebrai struktira két eleme, amelyben az 6sszeadés kom-
mutativ, a szorzas disztributiv az Osszeadasra, de a szorzas nem kommutativ. Tételezziik
fel, hogy Y X = ¢XVY. (Most nem sziikséges, hogy ¢ egész szam legyen.) Ekkor

n
(X + Y)n — Z (n> XkYn—k ’
k=0 k q

ami teljesen értheté mdodon viseli a g-binomidlis tétel nevet. Bizonyitdsa teljes indukcioval
torténhet a g-binomidlis egyiitthaték rekurziéjanak felhasznaldsaval, éppen tigy, ahogy ez
a klasszikus Newton-féle binomidlis tétel esetében torténik. A g¢-binomialis tétel a “q”-
ban rejlé deformécié uj jelentésére vet fényt. Amig kezdetben a természetes szamok
deforméciéjabdl indultunk el, itt a g a felcserélhetéség (azaz a kommutativitds) de-
formacidja: ¢ = 1 felel meg X és Y kommutativitasanak és ekkor megkapjuk az ismert
binomidlis tételt.

A kombinatorikai és algebrai tulajdonsagok utdn lépjiink az analizis berkeibe. Az

exponencialis fiiggvény
r __ - xn
=3 ol
n=0 """

nevezetes hatvanysora idedlisnak latszik a deformdldsra. Legyen a g¢-exponencidlis
fliggvény

amely a ¢ # —1 esetén egy konvergens sorral van meghatarozva. A g¢-exponencidlis
figguény derivéltja onmaga lenne, ha z" derivéltja [n],z""" lenne. Ez persze csak a
g = 1 esetben teljesiil a szokasos differencidlasra, de ne keseredjiink el, inkabb taldljuk
meg, hogy mi a g-differencidlds. Legyen

o) - L7 = 1)

qr — T



a g # 1 esetben. Ez még egyszeriibb is mint a szokasos differencidlds, mert nincs benne
hatdrérték. Ugyanakkor
i 4 (9%) = f(2)

=l qr—=

= f'(z),
ha f folytonosan differencidlhaté fliiggvény. Megvalésul-e, amire vagytunk?

no__ .n
6q:r” = 7((]';; — xx = (qx)”_1 + (q:r)"_Q.'L‘ +... 42Vt =

= (" t+¢" 2+ + )" =[n]a .
A hatvéanyfiiggvény g-derivdltja az, amire szdmitottunk. Ezért

Ogeq(T) = eq()

tagonkénti g-differencidldssal. A szorzatfiiggvény gq-differencidldsi szabdlya

04(f9)(@) = (94f)(x)g(q) + f(2)(09)(2) ,

a hidnyados g-differencidldsdra vonatkozé szabdly felfedezésének 6romét a kedves olvaséra
hagyjuk.

Az exponencidlis fliggvény jellemzé tulajdonsaga

eTTY =% . Y .

Sajnos ez egyaltaldn nem teljesiil a g-exponencidlis fiiggvényre, legaldbbis akkor, ha
valédi fiiggvénynek tekintjiik. Legyen X a kordbban értelmezett algebrai struktira eleme
és az oy
e (X) =

! ngl [n],!
kifejezést tekintsiik gy, mint egy formdlis végtelen hatvanysort. A konvergencia
kérdésével ne foglalkozzunk, hatvanysorokat osszeadhatunk 1gy, hogy a megfelelo
egyiitthatokat osszeadjuk és formalisan szorozva az egyiitthatokbol csak véges Osszegeket
kell kiszdmolnunk, tehat a szorzas miivelet is értelmezhet6. A ¢-binomialis tétel sugall-
hatja, hogy olyan X és Y elemekkel érdemes probalkozni, amelyekre Y X = ¢XY. Ekkor

eg(X +Y) = eg(X)ey(Y),

és kiszamolasa visszavezetodik a ¢-binomidlis tételre.

Szeretnénk példat mutatni olyan X és Y objektumokra, amelyekre az YX =
gXY felcserélési reldcié teljesiil. Legyen C(IR) a szamegyenesen értelmezett folytonos
fliggvények halmaza. Ez zart a szorzdasra és az Osszeadasra. A fiiggcények szorzasa kom-
mutativ, igy ebben a struktiraban nem taldlhatunk a felcserélési relacionak eleget tevo
elemeket. Ezért nézziikk a C(IR) — C(IR) linedris transzformdcidkat. Koztiik van a

(X)) ==zf(z)  (YF)(z)=flgz)



képletekkel értelmezett X és Y transzformécié. A YX = ¢XY relacio ezekre teljestl:
YX[)(z) = (Xf)(gz) = qzf(qz) és (XY f)(z) = z(Y [)(z) = 2 f(q).

Ha f(x) egy folytonosan differencidlhaté fiiggvény, akkor (9,f)(z) — f'(z) amenny-
iben ¢ — 1. Ha a ¢-differencidlas miikodik, akkor felmeriil a kérdés: Lehet-e g-integralni?
Az eddigiek alapjan méar nem lep meg az igenl6 valasz. Legyen ¢t > 0-ra

o0

/Ot f(x)dgz =Y (1 —q)q"tf(q"t) .

n=0

Ha 0 < ¢ < 1, akkor a jobb oldal nem egyéb, mint az f(z) fiiggvénynek a
t,qt,q*t, ¢%t, ... osztépontokhoz tartozé integralkozelitd oOsszege. (A szokdsossal el-
lentétben az osztépontok csokken6 sorrendben vannak megadva és végtelen sokan van-
nak.) [0,¢] n-edik részintervalluma [¢"t1t,¢"t], az ehhez tartozd tag az intervallum
(¢"t — ¢"T't) hossza szorozva a jobb végpontban felvett f(q"t) fiiggvényértékkel, azaz
(1 — q)g"tf(¢"t). A g-integral tehdt egy mértani sorozat szerint haladé végtelen sok
részre torténd felosztdshoz tartozé szokasos integralkozelitd Gsszeg. Az dbran a ¢ = 2/3
esetben a g-integral hat tagjat jelento téglalapok lathatok.

yA

e

Amennyiben az f fiiggvény folytonos a [0, t] intervallumon, akkor

\j

[ t@ e = [ f@) s,

ha ¢ — 1.
Szamoljuk ki (1 — ¢)¢"tf(¢"t) g-derivaltjat. Ez

(1 —q)g"qtf(g"+'t) — (1 — q)g"tf(g")
(¢—1)t

amit Osszegezve n = 0,1,... értékekre éppen f(t)-t kapunk, mert a tagok egymds
utdn pozitiv és negativ elGjellel allnak, az elsé kivételével. (Ezt szoktdk néha har-
monika Osszegnek nevezni.) Megmutattuk, hogy a g¢-integrilnak a felsé hatar szer-
inti ¢g-derivaltja az integrandus, ami az integralszamitds alapveto tételének arnyéka a
g-vilagaban. Egyébként a ¢ — 1 hataratmenettel szamolasunkbdl a “klasszikus” in-
tegraldsra vonatkozo tétel kovetkezik.

=q"f(q"t) — "' f(")




A szdmolni hajlandé és lelkes olvasé maga is ellendrizheti, hogy ha F(t) = [ f(z) d,,
akkor

[ £@)9@) dz = P0900) — [ Fla) (69) @) dy

Ha jartas az integrilszdmitdsban, akkor felismerheti a parcidlis integraldssal valé
analégiat.

A ¢-vilagat a matematikusok mar régen megpillantottak. A g-binomidlis egyiitthatok
Gauss-féle polinomok, a Pascal-féle hdromszogre emlékeztetd tulajdonsdgaikat mar maga
Gauss felimerte. A g¢-exponencidlis (és ennél sokkal dltaldnosabb ¢-hypergeometrikus
fiiggvények) 1846-ba nyilnak vissza E. Heine német matematikushoz. A g-differencidldst
és g¢-integralast F. H. Jackson fedezte fel 1910-ben. Ami 1j 10kést adott, az annak
a felismerése volt, hogy az arnyékvilagban megjelen6 ¢ deformaciés konstans taldn
osszefiiggésbe hozhaté a kvantummechanika, azaz a quantum-mechanika széban sze-
replo g-val. FEz spekuldcionak tiinhet. Viszont tény, hogy a kvantummechanika bi-
zonyos értelemben a klasszikus mechanika deformaltja, a deformacios dllandé neve ott
Planck-konstans. Amennyiben azzal — elméletben — 0-hoz tartunk vissza kell kap-
nunk a klasszikus mechanikdt. Ez némileg emlékeztethet minket arra, hogy példaul
a g-egészek a ¢ — 1 esetben visszaadjdk az egész szdmokat. Tovabbi hasonlésdg is
van. ¢-binomidlis tétel a nem felcserélhetéségben kiilonbozik a klasszikus Newton-féle
tételtol. A felcserélhetdségnek, pontosabban a fel nem cserélhetdségnek nagy szerepe van
a kvantummechanikaban. Az elmélet sarkalatos kiindulépontja a koordinata és impulzus
operatorokra vonatkozd Heisenberg-féle felcserélési szabdly, ami alkalmas egységeket
valasztva a PQQ — QP = I alakot olti. Matematikailag ez a relacié a valtozoval vald
szorzas és a differencidlds operatoraival realizalhaté. Ha a fent mar hasznalt X szorzas
és 0, g-differencidlds operdatoraival prébalkozunk, akkor a

(Xf)(gz) — (X [)(=)

(0,X — 4X0,)f1(x) = 2w,
_ wilgr) —afl@)  fler) - f(z)
qr — qxr — T

szamolds az 0,X — ¢X 0, = I eredményt szolgéltatja. (I-vel az [ f = f médon haté iden-
titas operdtort jeloltiik.) Itt felcsillan a kvantummechanika deforméacigjanak a lehetGsége.
Taldn nem csak a matematikat, de még a fizikat is deformalhatjuk? Minden esetre a
0,X —qX0, = I q-felcserélési reldcidval helyettesitve a Heisenberg-félét, megalkothatjuk
a g-harmonikus oszcilldtor modelljét, amelynek alapallapota nem Gauss-eloszlas, hanem
q-Gauss-eloszlds lesz, és a gerjesztett allapotok g-Hermite-féle polinomokkal adhatok
meg. A néhai éveges professzort szabadon idézve némi meghokkenéssel mondhatjuk:
“Hat nem csodélatos ez?”



Néhany kapcsolédé feladat

1. Igazoljuk, hogy

ha n paratlan!
2. Igazoljuk a szorzat ¢-differencidlasara vonatkozé képletet!
3. Legyen g(z) = z". Milyen h(z) fiiggvényre teljesiil a
(04(f © 9))(2) = [n]eX" " h(x)
osszefliggés? Fejezziik ki h-t 0, f segitségével!

4. Legyen 0 < ¢ < 1 és [oc], = sup{[n], : n € IN}. Ertelmezziik a g-gammafigguényt
a

képlettel. Igazoljuk, hogy I'y(n + 1) = [n],!

(Utmutatis: A
o () ayt
/0 \egt))

g-integrélt szamoljuk ki a Newton-Leibnitz formula ¢ valtozatdval, mésrészt a 0,
g-differenciélés elvégzésével vezessiink le rekurziv formuldt magdra az integrélra.)
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