Matrixok, nagy eltérések és
egyenl6tlenségek!
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MTA Rényi Alfréd Matematikai Kutatéintézet

Az el6adas rovid bepillantast ad a szabad valésziniiségelméletbe, elmagyarazza
a Talagrand-egyenl6tlenség [3]-ban bizonyitott szabad analégjét, és vazolja
a bizonyitast, amely a véletlen matrixok tapasztalati sajatértékstliriiségére
vonatkoz6 nagy eltérés tételt hasznalja.

1. Bevezetés a nem-kommutativ és a szabad valdszi-
nuségelméletbe

A nem-kommutativ valészintiségelmélet 1ényegében egyidds a kvantumelmélettel. Kez-
detei Neumann Janoshoz nyilnak vissza. A kvantummechanika igényelt olyan szto-
chasztikus modelleket, amelyek kiillonboznek a Kolmogorov-félétél. A nem-kommutativ
valészintiségelméletben a valésziniiségi valtozok egy algebrat alkotnak, hasonléan a szoka-
sos valésziniiségelmélet korlatos valdsziniiségi valtozéihoz. Az utébbiak algebrdja kom-
mutativ, hiszen a szorzas fliggvények szorzasat jelenti. A nem-kommutativ valészintiség-
elmélet tipikus algebrija egy véges dimenzids matrixalgebra, egy kicsit altalanosabban
egy Hilbert-tér Gsszes korlatos operatorainak algebraja, vagy egy csoportalgebra. Az al-
gebra egy linedris funkcionalja rendeli az elemekhez a varhaté értékiiket. Az algebra és
egy linedris funkciondljanak a megaddasa jelent egy nem-kommutativ valésziniiségi
mez8t. [me két példa.

1. Példa. Legyen B(H) a ‘H Hilbert-tér korldtos operdtorainak algebrdja és & a Hilbert-
tér eqy eqységuektora. Az
A= (€, Ag)

linedris funkciondl pozitiv is, vagyis pozitiv operdtorhoz pozitiv szamot rendel, az eqység-
operdtorhoz pedig eqgyet.
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Némi modositissal eqgy masik példat is kaphatunk. Legyen a H Hilbert-tér az S
félcsoport feletti €2 tér, Ly a g-vel vald balratolds operdtora és A az {L, : g € S}
dltal generdlt *-algebra. (A * mivelet az operdtorok adjungdldsdt jelenti.) A-n lindris
funkciondl

A (5, Ad),

ahol § az eqységelem karakterisztikus fiigguénye.

2. Példa. Legyen 7 az n X n-es véletlen mdtrizon a
1 n
i=1

képlettel értelmezve, ahol E a szokdsos vdrhato értéket jelenti. Ha olyan véletlen madt-
rizokat tekintink, amelyek elemei korldtos valdsziniségi viltozok, akkor ezek algebrdja
T-val eqy nem-kommutativ valosziniségi mezo.

Maga a varhato érték nem elegendé a valdsziniiségelmélet létrehozasiahoz, sziikség
van még a fiiggetlenségre is. Ezt ugy is fel lehet fogni, mint egy szabalyt az egyiittes
momentumok kiszdmitasara: E(f"g™) = E(f")E(¢g™), ha f és g fiiggetlen hagyomdanyos
valosziniiségi valtozék. Ha az algebra nem kommutativ, akkor sokkal tobb egyiittes
momentum van, és a szabalynak bonyolultabbnak kell lenni.

A szabad valészintiségelméletben a fliggetlenséget az tigynevezett szabad kapcso-
lat helyettesiti. Ez megadja, hogy szabad a és b momentumainak ismeretében az a-
kbdl és b-kbol 4ll6 szorzatok varhaté értéke hogyan szamolhatd, vagyis hogyan kaphatok
meg az egyiittes momentumok. A szabad valdszinliségelmélet Dan Voiculescu roman
szarmazasu amerikai matematikus nevéhez fiizédik, ez az utébbi hisz évben a legfon-
tosabb teriilete a nem-kommutativ valésziniiségelméletnek. Maganak a szabad kapcso-
latnak a leirdsa és elmagyardzdsa hely és id6igényes, itt nincs r4 méd. Egyébkent a [2]
konyv elsé fejezete ajanlhaté az érdekléddknek. Ha az 1. Példdban S az f és g elemek
altal generalt szabad félcsoport, akkor L; és L, szabad kapcsolatban vannak, ez a példa
a terminoldgia magyarazata.

A szabad kapcsolatban levé dltaldnositott valészintiségi valtozok sziikségképpen nem
felcserélhetok, igy mértéket nem lehet hozzdjuk kapcsolni. Ha azonban csak egy dltaldno-
sitott valdszinliségi valtozot vesziink, akkor ehhez sok esetben kapcsolhaté mérték. A-
mennyiben

@) = [ e dutt)

minden n természetes szamra, akkot a p mértéket az a eloszlasmértékének lehet felfogni.
Igy a szabad valészintiségelméletben is el6keriilnek valdszintiségi mértékek. Példaul a
Gauss-mértéket sok szempontbdél a Wigner-féle félkormérték helyettesiti. Ez jelenik



meg a szabad valészintiségelmélet kozponti hatdreloszlas tételében, és ez minimalizélja

az entropia szerepét jatszo
= //2 log |z — y| du(z) du(y)
R

kett6s integrélt, ha a mértékek masodik momentuma rogzitett. (A X(u) logaritmikus
energia megjelenése kapcsolatot teremt a potencidlelmélettel [8].)

Ha az 1. Példdban S az f és g elemek altal generdlt szabad félcsoport, akkor

(6, (Ly+ L2)"8) = — / N

27r

azaz Lg+L; eloszldsmértéke a félkormérték. A 2. Példdnak is koze van a félkormértékhez.
Ha X, n X n-es véletlen matrix fiiggetlen azonos eloszlasi normalis elemekkel, akkor
eloszldsmértéke (7-ra vonatkozdéan) nem a félkormérték, de ahhoz tart, ha n — oco. Ez
Waigner nevezetes tétele véletlen métrixokrol.

2. Szallitasi koltség egyenlotlenségek

1996-ban M. Talagrand felfedezte az ugynevezett szallitasi koltség egyenlOtlenséget,
amely a Wasserstein-féle tavolsdgot hasonlitja Gssze a relativ entrépidval [9]:

W(p,v) < /S(p,v),

ahol v a standard Gauss-mérték R"-en,

S(u,v) = /log d“ dy = / log “du

a relativ entrépia és a Wasserstein-féle tavolsag

W)= inf \/ J[ 31— vl dn (s, ),
w (V)

II(u, v) azoknak a mértékeknek az Gsszessege R™ X R"-en, amelyek marginalisai p és v.
(A szdllitdsi koltség elnevezés a Wasserstein-féle tavolsaggal fiigg 6ssze. Ha a p mérték
szerinti anyageloszldst kell &tmozgatnunk a v mérték szerintibe, akkor egy = € TI(u,v)
egylittes eloszlas egy szallitasi stratégiat fejez ki, és ha ||z —y|| az 2-bél y-ba valé szallitédsi
koltség, akkor W (u,v) a teljes szallitdsi feladat optimdlis koltsége.)

Talagrand egyenlétlenségének szabad analégja a kovetkezo:



1. Tétel. Legyen ¥ : R — R olyan folytonos fiiggvény, amelyre 1(z) — px?®/2 konvez eqy
p > 0 értékre. Ertelmezzik a ® funkciondlt a

() = () + / (@) du(z) + B,

formdban olyan B konstanssal, hogy inf ®(u) = 0 teljestilion. A minimum egyértelmiien
létezo helyét jeloljik v-vel. Ekkor

W) < %cbw).

Az eredeti Talagrand-egyenlotlenséggel Gsszehasonlitva azt latjuk, hogy a baloldal
nem valtozott, de a jobboldalon a v-re vonatkozo relativ entropia szerepét a & funk-
ciondl jatssza. Egyébként ez sok szempontbdl egy szabad relativ entrépia funkcionalnak
tekinthet6. Maga az egyenlOtlenség szabad szabad valdszintiségelmélet nélkiil is teljesen
megértheto. Erdekes lenne olyan bizonyitast taldlni ra, amely csak a klasszikus analizis
eszkozeit haszndlja.

A tételt el8szor Biane és Voiculescu bizonyitotta a ¢)(x) = px?/2 esetben. Mddszeriik a
Burger-féle parcidlis differencidlegyenleten alapult. [3]-ban koz6lt bizonyitdsunk is
sok mindent felhaszndl és technikai részletei elég hosszuva teszik. Maga az otlet azonban
taldn megértheto és annak elmagyardzasara teszink kisérletet. A bizonyitas alapja a
véletlen matrixok tapasztalati sajatértékstirtiségére vonatkoz6 nagy eltérés tétel. (Ilyen
tételekkel foglalkozik [2] konyviink 5. fejezete.)

3. A bizonyitas vazlata

Jelolje M,,(C)** az n x n-es komplex elemil 6nadjungdlt métrixok terét. Ha adott egy
P, mérték az M,(C)** téren, akkor az egy véletlen 6nadjungdlt matrixot jelent,
amelynek A\ (w), ..., \p(w) sajdtértékei ugyancsak véletlenek és valésak. A P, mérték
indukalja a

5)\1(0_,) + ...+ 5)\n(w)
n

P,(G) := Prob ( € G) (G Cc M(R))

tapasztalati sajatértéksiiriiséget, ami formailag egy mérték R mértékeinek M (R)
terén, vagyis egy véletlen mérték R-en. A tapasztalati sajatértéksiiriség

A ~

b, := E(P,).

varthato értéke az atlagos sajatértéksiiriiség, ami mérték R-en.
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(1) becslés

A bizonyitds gondolata az, hogy minden n-re véilasztunk egy P, és egy P, véletlen
matrixot, hogy az atlagos sajatértéksirtiségek P, és P! az adott p és v mértékeket
approximaljak. A kozelitésbdl adédoan

A

W (g, v) < liminf W (P!, B,).

n—oo
A P, és P mértékeket a

1 1
P, = ——exp(-nTrQ(A))dA ¢ dPy = —exp(-nTrQ'(4))dA

formaban valasztjuk, ahol
Qa) =2 / loglz —yldvy) &  Qz):=2 / log [z — y| du(y)-
R R

P, és 15,; fent emlitett tulajdonsaga, a megfelelo véletlen matrixok tapasztalati sajatérték-
stirliségére vonatkozé nagy eltérés tétel kovetkezménye.

A kovetkezb becslés a bizonyitds masik sarkalatos pontja:

1. Lemma. 1

W(P'. P) < —W
(P, )_\/ﬁ

(P', P). (1)

ot



Ezt az egyenlétlenséget igazoljuk. A bal oldalon R-n vett mértékek tdvolsiga, a jobb
oldalon pedig a M,(C)** ~ R* tér mértékeinek t4volsiga all. A tavolsig valGjdban
kétféle is lehet: Tekinthetjiik a matrixokat R®* vektoraiként, de tekinthetjiik a Hilbert-
Schmidt-féle | A — Bl|gs := 1/ Tr (A — B)? tavolsdgot is. Szerencsére a kettd lényegében

azonos.

Ha P egy mérték az onadjungdalt matrixok terén, akkor az atlagos sajatértékstiriiséget

- 1
P= [ 1 G+ + ) dP(A).

képlettel kapjuk meg. Itt A\ (A),..., \(A) az A € M,(C)** métrix névekvéen rendezett
sajatértékei. Ha 7 € II(P, P'), akkor legyen 7 € M(R x R) a

= [[ 5 #1: (). (B)) € G an(a, B)
képlettel értelmezve G C R x R Borel-halmazokra. Mivel
#(F xR) = / % 400 M(A) € F}dr(A) = P(F)
és hasonléan #(Rx F) = P'(F) F C R esetén, megmutattuk, hogy # € II(P, P') . Tehat

WP, P < // - ) di(z, y)

_ // // z—y Z(sA )@ 8(m)) ) d(4, B)
1 1 2 .
= L[5S0 -y ara )
i=1
A Lidskii-Wielandt-féle majorizalas azt adja, hogy

Z()‘i(A) —\(B))* < Z)\i(A — B)’ = ||A - Blls

=1

minden A, B € M,,(C)*® esetén. Kovetkezésképpen

1 1
Py < [[5la- Blisdna,B),

és infimumot véve 7 € II(P, P') -ben kapjuk a bizonyitandé (1) becslést.

A P, és egy P! mértékek a M, (C)* téren vannak adva, és M, (C)*® izomorf R" -tel.
Az euklideszi téren rendelkezésre all a Talagrand-egyenlétlenség. A feltételek teljesiilése
némi munkaval ellendrizheté. Azt kapjuk, hogy

) 1
W (P, P,) < /—S(P!,P,).
( no n) — nS( nm )



Most az n — oo hatdratmenetet kell végrehajtanunk. Mivel jol valasztottuk a véletlen
matrixokat, a tapasztalati sajatértékstiriiségiik nagy eltérés tételnek tesz eleget, a rata
fiiggvény ®(u) és

1

4. Kitekintés

A Talagrand-egyenldtlenség szorosan kapcsolédik a logaritmikus Szoboljev-egyen-
16tlenséghez, amely a relativ entrépidra felsé becslést ad. A fenti médszerrel szabad lo-
garitmikus Szoboljev-egyenlétlenséget is kaptunk [4]-ben. SU(n) Riemann-geometridjat
és véletlen unitér matrixokra vonatkozé nagy eltérés tételeinket felhasznalva, a korvo-
nalon is kaptunk szabad logaritmikus Szoboljev-egyenlGtlenséget és szallitasi koltség
egyenlotlenséget. Erdemes megjegyezni, hogy M. Ledoux [5] a véletlen matrixok madd-
szerét a Hamilton-Jacobi-egyenlettel kombinalva a Prékopa-Leindler-egyenl6tlenség
[6, 7, 10] szabad valtozatat fedezte fel a valds egyenesen, és eziltal fent emlitett egyenlét-
lenségeinkre is 1j bizonyitast adott.
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