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1. Neumann J�anos kvantummechanik�aja

1930-ra Heisenberg, Born �es Jordan m�atrixmechanik�aja, valamint Schr�odinger hull�am-
mechanik�aja egyes��tett form�at kapott Dirac [12] k�onyv�eben. Ebben az elm�eletben azon-
ban

"
selbswidersprechenden Eigenschaften", vagyis �onellentmond�o tulajdons�agokkal ren-

delkez}o f�uggv�enyek is szerepet j�atszottak, ami Neumann J�anost arra k�esztette, hogy ma-
tematikailag prec��z formalizmust keressen a kvantummechanik�anak. 1932-ben megjelent
[19] k�onyv�eben Neumann bemutatta mind a �zikai elm�elet konstrukci�oj�at, mind pedig
az ehhez sz�uks�eges matematikai eszk�oz�oket. B�ar jel�ol�esm�odja m�ara n�emik�epp elavult,
a k�onyv a mai olvas�o sz�am�ara is tartogat �erdekes gondolatokat, �es k�ets�egk��v�ul j�oval
magasabb matematikai sz��nvonalat k�epvisel, mint kor�anak hasonl�o k�onyvei. A k�ovet-
kez}o r�ovid �osszefoglal�oban modern jel�ol�esm�odot haszn�alva mutatjuk be Neumann J�anos
elm�elet�enek alapjait.

Egy �zikai rendszer le��r�as�ahoz sz�uks�eges egy szepar�abilis H Hilbert-t�er, melynek
egys�egvektorai ��rj�ak le a rendszer lehets�eges �allapotait 1. Az �allapotvektorok tartalmaz-
nak minden hozz�af�erhet}o inform�aci�ot a rendszerr}ol. Egy m�erhet}o X �zikai mennyis�eg-
nek �onadjung�alt, nem felt�eten�ul korl�atos X oper�ator felel meg. Ezek az oper�atorok a
spektr�alt�etelen kereszt�ul egy-egy �ertelm}u m�odon megfeleltethet}ok a sz�amegyenes projek-
torm�ert�ekeinek. Annak a val�osz��n}us�ege, hogy egy ' �allapotban az X �zikai mennyis�eg a
m�erhet}o M � R halmazba es}o �ert�eket vesz fel, egyenl}o kE(M)'k2-el. Az X mennnyis�eg
tetsz}oleges f�uggv�eny�enek v�arhat�o �ert�eke ��gy

M(F (X);') =

Z 1

�1

F (�) dh';E(�)'i: (1)

Ezut�an Neumann t�argyalja felcser�elhet}o �zikai mennyis�egek egy�uttes v�arhat�o �ert�ek�et,
a hat�arozatlans�agi rel�aci�okat, projekci�oknak igen/nem k�erd�esk�ent val�o interpret�aci�oj�at,
fotonokat �es azok megk�ul�onb�oztethetetlens�eg�et.

Neumann levezeti az elm�elet statisztikai le��r�as�at. Ezen a ponton individu�alis rendsze-
rek helyett sokas�agokkal dolgozik. A v�eletlennek k�etfajta forr�asa van a m�er�eselm�eletben:
Egyr�eszt a rendszer val�odi �allapot�at illet}o bizonytalans�ag, m�asr�eszt a m�er�es kimenet�et
illet}o bizonytalans�ag, amely a kvantummechanika l�enyeg�eb}ol fakad. Amellett �ervel, hogy

1A line�aris anal��zis itt haszn�alt fogalmai, valamint a kvantummechanika Neumann-f�ele axi�om�ai meg-
tal�lhat�ok a [23] k�onyvben is.
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nem sz�uks�eges rejtett param�etert tartalmaz�o elm�eletet haszn�alni, �es bebizony��tja, hogy
egy m�er�es kimenetel�enek eloszl�asa teljesen le��rhat�o egy statisztikus oper�atorral, vagyis
egy � s}ur}us�egm�atrixszal:

M(X) = Tr �X:

A k�ovetkez}o pont a statisztikus oper�ator id}ofejl}od�es�enek k�erd�ese. K�etfajta folyama-
tot k�ul�onb�oztet meg. Az 1-es t��pus egy �zikai mennyis�eg m�er�ese sor�an fell�ep}o v�eletlen
v�altoz�as:

� 7! �1(�) :=
X
j

hej; � ejiP[ej ]; (2)

a �zikai mennyiseg ebben az esetben nem-elfajul�o tiszta pontspektrummal rendelkez}o
�onadjung�alt oper�atorral ��rhat�o le, melynek ortonorm�alt b�azist alkot�o saj�atvektorai az
fejg vektorok, a P[ej ] projekci�ok pedig az �altaluk kifesz��tett alt�erre vet��tenek. 2-es t��pus�u
folyamatot eredm�enyez a rendszer bels}o fejl}od�ese, melyet egy �onadjung�alt H Hamilton-
oper�ator ��r le:

� 7! �2(�) := e�
2�i
h
tH � e

2�i
h
tH :

Termodinamikai �ervel�esre alapozva levezeti egy statisztikus oper�ator Neumann-entr�opi�a-
j�anak alapvet}o formul�aj�at 2:

S(�) = �Tr � log �: (3)

Bebizony��tja, hogy a 2-es t��pus�u folyamatok nem v�altoztatj�ak az entr�opi�at, m��g az 1-es
t��pus�uak �altal�aban n�ovelik, �es igazolja az entr�opia konkavit�as�at.

Az utols�o fejezetben veti fel a m�er�es probl�em�aj�at, �es a megk�ul�onb�oztet�es sz�uks�egess�e-
g�et a �zikai rendszer �es a tudattal b��r�o meg�gyel}o k�oz�ott. Megvizsg�alja annak a k�ovet-
kezm�enyeit, ha egy �osszetett rendszernek csak egy r�esze ker�ul meg�gyel�esre. Megmutatja,
hogy ebben az esetben automatikusan egy s}ur}us�egoper�atort kapunk a r�eszrendszeren,
amit a teljes rendszer �allapot�anak Schmidt-felbont�asa seg��ts�eg�evel lehet kifejezni. V�ege-
zet�ul megmutatja, hogy ha egy kezdeti tiszta �allapot felv�altva 1-es �es 2-es t��pus�u folyama-
tokon megy kereszt�ul, az monoton n�ovekv}o entr�opi�aj�u statisztikus oper�atorok sorozat�at
eredm�enyezi

�1 � �2 � � � � � �2(P[']):

A kombin�alt folyamatok hat�as�ara fell�ep}o entr�opian�oveked�es alapvet}o eszk�oz a kvantum
dinamikai rendszerek tanulm�anyoz�as�aban.

2. Algebrai kvantumelm�elet

A kvantumelm�elet k�es�obbi fejl}od�es�eben a hangs�uly �athelyez}odik a Hilbert-t�er szintj�er}ol
a m�erhet}o mennyis�egek szintj�ere. A m�erhet}o mennyis�egek algebrai strukt�ur�aj�anak hang-

2Neumann gondolatkis�erlete, amely a entr�opiaformul�ahoz vezet, r�eszletesen elemezve van a [22]
munk�aban.
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s�ulyoz�asa nem olyan fontos kis rendszerek, mint p�eld�aul atomok vagy molekul�ak le��r�a-
s�aban, azonban l�enyegesen �attekinthet}obb t�argyal�asm�odot tesz lehet}ov�e a t�erelm�eletben
vagy a kvantum statisztikus �zik�aban. �Atfog�o hivatkoz�as ebben a t�emak�orben a [6]
monogr�a�a.

Az els}o alapk�erd�es ezen a t�eren az volt, hogyan lehetne mehghat�arozni az �osszes
lehets�eges realiz�aci�oj�at a hely �es az impulzus k�oz�otti alapvet}o [P;Q] = �i~ felcser�el�esi
rel�aci�onak. Mivel a rel�aci�o fenn�all�as�ahoz legal�abb az egyik oper�atornak nem korl�atosnak
kell lennie, ez�ert a probl�em�at ink�abb Weyl-oper�atorokra �atfogalmazva t�argyalt�ak, vagyis
kerest�ek az �osszes olyan folytonos egyparam�eteres

R 3 q 7! u(q) (= eiqQ) �es R 3 p 7! v(p) (= eipP )

unit�er csoportokat, amelyek kiel�eg��tik a

u(q)v(p) = ei~pqv(p)u(q)

felcser�el�esi rel�aci�ot. A k�erd�est Stone �es Neumann oldotta meg; minden ilyen tulajdons�ag�u
reprezentr�aci�o a standard reprezent�aci�o valah�anyszoros direkt �osszegek�ent �all el}o, ahol
a standard reprezent�aci�ot a szok�asos, L2(R)-en �ertelmezett hely- �es impulzus oper�ator
hat�arozza meg. Az egy�ertelm}us�egi t�etel azt mutatja, hogy az algebrai megk�ozel��t�es a
kvantummechanika szok�asos keretein bel�ul legfeljebb eszt�etikai jelent}os�eggel b��r.

A helyzet l�enyegesen megv�altozik, ha v�egtelen sok r�eszecsk�et tartalmaz�o rendszerek
le��r�as�ara ker�ul a sor. M�ar v�egtelen sok f�uggetlen r�eszecske le��r�as�ahoz is sz�uks�egess�e v�alik a
nem teljes tenzorszorzatok bevezet�ese; a v�egtelen elemi tenzorok aszerint oszt�alyoz�odnak,
hogy faktoraik hogyan viselkednek a v�egtelenben. Ez Hilbert-terek sokas�ag�at de�ni�alja,
melyek mindegyike glob�alisan invari�ans olyan oper�atorok hat�as�ara n�ezve, melyek csak
v�eges sok r�eszecsk�et �erintenek, azonban a k�ul�onb�oz}o oszt�alyokhoz tartoz�o vektorok mer}o-
legesek egym�asra.

N�eh�any rendk��v�ul �gyelemre m�elt�o cikkben Murray �es Neumann megalkotta az oper�a-
torgy}ur}uk, vagy mai nev�uk�on Neumann-algebr�ak, elm�elet�et [18]. Ezek korl�atos oper�atorok
olyan M *-algebr�ai, melyek tartalmazz�ak az identit�as oper�atort, �es z�artak a gyenge
oper�ator topol�ogi�ara n�ezve. Az alapvet}o jelent}os�eg}u bikommut�ans t�etel szerint M =
M

00, ahol M0 az M algebra kommut�ansa, vagyis azon oper�atorok �osszess�ege, amelyek
felcsr�elhet}ok M minden elem�evel. Ez az eredm�eny teh�at �osszekapcsolja egy algebra to-
pol�ogiai �es szimmetria tulajdons�agait 3.

A '60-as �evekben Segal, Gelfand, Kastler �es m�asok munk�aja nyom�an a v�egtelen rend-
szerek kinematikai le��r�as�anak m�eg absztraktabb elm�elete bontakozott ki: Egy absztrakt
A C*-algebra tartalmazza az �osszes inform�aci�ot a rendszeren m�erhet}o �zikai mennyis�e-
gekr}ol, ilym�odon meghat�arozva az alkot�or�eszek term�eszet�et, statisztik�aj�at, a geometriai
k�enyszereket, stb. Az id}ofejl}od�est �es �altal�anosabban a szimmetri�akat az algebra auto-
mor�zmusai ��rj�ak le. A harmadik fontos t�enyez}o egy v�arhat�o �ert�ek funkcion�al !, vagy

3Neumann oper�atoralgebrai munk�ass�ag�at �osszefoglalja a [24] dolgozat.
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m�as n�even egy �allapot, ami meghat�aroz egy kvantum val�osz��n}us�egi m�ert�eket a m�erhet}o
mennyis�egeken. Ez a fajta le��r�as k�ul�on�osen j�ol haszn�alhat�o p�eld�aul a r�acson adott spin-
rendszerek tanulm�anyoz�as�aban.

Az egyik k�ozponti jelent}os�eg}u eredm�eny a Gelfand{Naimark{Segal{konstrukci�o, ami
megmutatja, hogy egy (A; !) kvantum val�osz��n}us�egi modell egy�ertelm}uen induk�al egy
Hilbert-t�er modellt, azaz l�etezik egy kanonikus Hilbert-t�erH!, egy kit�untetett 
! egys�eg-
vektorral, valamint egy �! : A ! B(H!) reprezent�aci�o, amelyre �!(A) 
! s}ur}u H!-ban,
�es

!(x) = h
!; �!(x) 
!i (x 2 A) : (4)

Ha ezenfel�ul az ! �allapot invari�ans a � id}ofejl}od�esre n�ezve, akkor egy�ertelm}uen l�etezik
egy unit�er oper�ator U!, melyre

�!(�(x)) = U�! �!(x)U! (x 2 A); �es U! 
! = 
!: (5)

A '70-es �es a '80-as �evekben sz�amos kutat�as koncentr�alt a kvantum statisztikus
mechanika �es a t�erelm�elet szempontj�ab�ol �zikailag relev�ans �allapotok �altal�anos tulaj-
dons�againak felder��t�es�ere �es tanulm�anyoz�as�ara. Alap�allapotok �es egyens�ulyi �allapotok
k�ozponti szerepet j�atszottak ebben a kutat�asban. A v�egtelen rendszerek egyens�ulyi
�allapot�anak elm�elete vezetett a Kubo{Martin{Schwinger peremfelt�etel felfedez�es�ehez. A
Tomita{Takesaki elm�elettel val�o �osszef�ugg�es hamarosan �osszekapcsolta a KMS-felt�etelt
a Neumann-algebr�ak elm�elet�enek egyik f}o kutat�asi ter�ulet�evel.

Tov�abbi fontos el}orel�ep�es volt a kvantum m�er�esek �es ny��lt kvantum rendszerek ta-
nulm�anyoz�asa, k�ul�on�os tekintettel a teljesen pozit��v lek�epez�esek jelent}os�eg�ere disszipat��v
kvantum rendszerek algebrai t�argyal�as�aban. A teljes pozitivit�as a lokalit�assal �osszekap-
csolva t�obbkomponens}u rendszerekben m�ara a kvantum-inform�aci�oelm�elet egyik alapvet}o
fogalma lett [20].

3. Kvantum m�er�esek �es ny��lt rendszerek

A Neumann �altal bevezetett 1-es t��pus�u folyamatok, l�asd (2), olyan ide�alis m�er�eseket
��rnak le, ahol a megfelel}o oper�atorok nem-elfajul�o tiszta pontspektrummal rendelkez-
nek. Ez a fajta le��r�as azonban nem volt alkalmas a m�er�esi folyamat realisztikusabb
vizsg�alat�ara. K�ul�onb�oz}o szerz}ok tov�abbfejlesztett�ek az elm�eletet [8, 10, 15, 11] , �es
bevezett�ek a POVM (pozit��v-oper�ator-�ert�ek}u m�ert�ek) fogalm�at, ami a projektorm�ert�ek
�altal�anos��t�asa, �es alkalmas nem �eles kvantummechanikai mennyis�egek m�er�es�enek le��r�as�ara.
A POVM-ek ugyanazon tulajdons�agokkal rendelkeznek, mint a projektorm�ert�ekek, azzal
a k�ul�onbs�eggel, hogy egy m�erhet}o halmazhoz rendelt oper�atornak nem felt�etlen�ul kell
projekci�onak lennie, el�eg, ha pozit��v oper�ator.

Egy nem �eles val�os�ert�ek}u m�erhet}o mennyis�eghez tartoz�o POVM egy E lek�epez�es a
val�os sz�amok Borel-halmazair�ol a H Hilbert-t�er korl�atos oper�atorai halmaz�aba, amelyre
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� E(M) � 0, ha M a sz�amegyenes Borel-m�erhet}o r�eszhalmaza.

� E(R) az identit�as,

� E([jMj) =
P

j E(Mj) p�aronk�ent diszjunkt halmazok minden (Mj) sorozat�ara.

Egy adott � �allapotra az E POVM meghat�aroz egy val�osz��n}us�egi m�ert�eket R-en,

M 7! Tr (�E(M)) ;

amely minden statisztikai inform�aci�ot tartalmaz a m�er�es lehets�eges kimeneteleir}ol.

Egy A =
R
� dEA(�) spektr�alis felbont�as�aval adott �onadjung�alt oper�atorb�ol, mint �eles

m�erhet}o mennyis�egb}ol tipikusan egy f(x; y) kon�dencia m�ert�ek bevezet�es�evel konstru�al-
hat�o POVM; itt f(x; y) � 0 �es

R
f(x; y) dx = 1. Ennek seg��ts�eg�evel de�ni�alhat�o az A

mennyis�eg
"
elkent" verzi�oja, ami az al�abbi POVM:

E(M) :=

Z
M

�Z
R

f(x; y) d(EA)y

�
dx

Egy m�asik p�elda kaphat�o Neumann gondolatmenet�et k�ovetve, aki a m�er�est az S rend-
szer �es egy m�er}om}uszer k�oz�otti k�olcs�onhat�asi folyamatnak tekintette. Maga m�er}om}uszer
szint�en egy kvantum rendszer, de rendelkezik egy A =

R
� dEA(�) �ugynevezett mutat�o

mennyis�eggel, ami k�ozvetlen�ul m�erhet}o. Felt�eve, hogy a m}uszer eredetileg a � �allapotban
volt, �es a rendszerrel val�o k�olcs�onhat�asa egy U unit�er oper�atorral modellezhet}o, be lehet
vezetni egy POVM-et a rendszeren a

Tr (�E(M)) := Tr
�
U(�
 j�ih�j)U� I 
 EA(M)

�
(6)

formul�aval, ahol � tetsz}oleges �allapot S-en. �Eszrevehet}o, hogy a (6)-ban de�ni�alt POVM
a k�ovetkez}o form�aj�u:

E(M) = PAU
�EA(M)UPA ;

ahol PA a HS 
 H Hilbert-t�er HS 
  (HS-el azonos��that�o) alter�ere val�o ortogon�alis
projekci�o. Hasonl�oan, I 
 EA azonos��that�o EA-val. Neumark dilat�aci�os t�etele szerint
b�armely POVM megkaphat�o egy nagyobb Hilbert-t�eren hat�o projekci�om�ert�ekb}ol egy
megefelel}o ortogon�alis projekci�o seg��ts�eg�evel.

A (6)-os formula kapcsolatot teremt a m�er�esek �es a ny��lt kvantum rendszerek elm�elete
k�oz�ott. Az ut�obbi t�em�aja egy, a k�ornyezet�evel k�olcs�onhat�o S kvantum rendszer reduk�alt
dinamik�aj�anak vizsg�alata; egy ilyen dinamika az S rendszer reduk�alt s}ur}us�egm�atrixain
hat�o irreverzibilis lek�epez�esekkel ��rhat�o le [5, 7]. A (6) formula seg��ts�eg�evel de�ni�alhat�o
egyM 7! �(M) m�ert�ek B(R)-en, mely �ert�ekeit a pozit��v nyomoper�atorokon hat�o pozit��v
a�n lek�epez�esek halmaz�ab�ol veszi:

Tr (B �(M)�) := Tr
�
U(�
 j�Aih�Aj)U

�B 
 EA(M)
�
; B 2 B(HS): (7)

A � lek�epez�es egy szuperoper�ator-�ert�ek}u m�ert�ek vagy m�asn�even transzform�aci�o-�ert�ek}u
m�ert�ek, amelyre
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� �(M)� � 0, ha M 2 B(R) �es � � 0.

� �([jMj) =
P

j �(Mj) p�aronk�ent diszjunkt Borel-halmazok sorozataira.

A norm�al�assal kapott

�0(M) :=
�(M)�

Tr (�(M)�)

s}ur}us�egm�atrix tekinthet}o egy m�er�es ut�ani felt�eteles �allapotnak, ahol a felt�etel az, hogy a
mutat�o mennyis�eg �ert�eke az M Borel-halmazba esik. Az A m�er}om}uszerre vett parci�alis
nyommal kapott � := �(R) oper�aci�o, vagyis

�� := Tr A(U(�
 j�Aih�Aj)U
�) (8)

egy dinamikai lek�epez�est hat�aroz meg a Schr�odinger-k�epben, amely az S rendszer �allapo-
t�at ��rja le a m�er�es ut�an, amennyiben a mutat�o mennyis�eg �ert�eke nem ker�ul leolvas�asra.

Gyakran hasznosabb a dinamikai lek�epez�eseket Heisenberg-k�epben tekinteni; ezt a

Tr (B �(M)�) = Tr (���(M)B); B 2 B(HS); � s}ur}us�egm�atrix HS-n

�osszef�ugg�est kiel�eg��t}o ��(M) lek�epez�esek hat�arozz�ak meg. Speci�alisan a (7) formul�aval
adott � nem �eles mennyis�eg fel��rhat�o az

E(M) = ��(M)I

form�aban.

A (8) formula matematikai strukt�ur�aja univerz�alis abban az �ertelemben, hogy le��rja
b�armely olyan ny��lt kvantumrendszer reduk�alt dinamik�aj�at, amely k�olcs�onhat egy kvan-
tum t�arol�oval, mely eredetileg a  A �allapotban van. Az egyetlen �zikai felt�etelez�es, hogy
az �osszetett rendszer eredetileg szorzat �allapotban van; ez gyakorlatilag nem m�as, mint
a gyenge csatol�asi felt�etel. Nem csorb��tja az �altal�anoss�agot, ha a k�ornyezet �allapot�at
tiszt�anak t�etelezz�uk fel, hisz b�armely �allapotot lehet

"
puri�k�alni" egy extra kvantum-

rendszer bevezet�es�evel.

A �(M) lek�epez�esek teljesen pozit��vak, ami ekvivalens a k�ovetkez}o Kraus-felbont�assal:

�(M)� =
X
j

Xj�X
�
j �es ��(M)B =

X
j

X�
jBXj ; (9)

ahol az fXjg korl�atos oper�atorok k�oz�ott teljes�ul az
P

j X
�
jXj � I �osszef�ugg�es. Az fXjg

oper�atorok megv�alaszt�asa messze nem egy�ertelm}u, ezenk��v�ul a j-re vett �osszegz�es helyett
�allhat integr�al�as. Egy d-dimenzi�os Hilbert-t�errel le��rhat�o rendszer eset�en el�eg legfeljebb
d2 tagot venni a (9) fel��r�asban. Egy dinamikai lek�epez�es nyomtart�o volta a k�ovetkez}o
h�arom ekvivalens felt�etellel jellemezhet}o:

Tr (��) = Tr �; ��I = I; vagy
X
j

X�
jXj = I: (10)

V�egezet�ul pedig Stinespring dilat�aci�os t�etele szerint b�armely teljesen pozit��v dinamikai
lek�epez�es fel��rhat�o reduk�alt dinamika form�aj�aban (8).
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4. Az entr�opia tulajdons�agai

Egy v�eges abc-n adott � = (�1; �2; : : : ; �d) val�osz��n}us�egeloszl�as inform�aci�otartalm�anak
klasszikus, Shannon-f�ele

H(�) =
dX
j=1

��j log �j

formul�aja [25] levezethet}o n�eh�any egszer}u felt�etelb}ol, �ugymint folytonoss�ag, az abc bet}uinek
permut�aci�oj�ara vett invariancia, valamint a

H(�1; �2; : : : ; �d) = H(�1 + �2; �3; : : : ; �d) + (�1 + �2)H

�
�1

�1 + �2
;

�2

�1 + �2

�

kompatibilit�asi felt�etel ([21], m�asodik fejezet). Ha �ugy �ertelmezz�uk a � m�ert�eket, mint
ami az f1; 2; : : : ; dg szimb�olumok el}ofordul�asi gyakoris�ag�at adja meg valamely inform�aci�o-
forr�as �altal kibocs�ajtott �uzenetben, akkor H m�eri egy tipikus �uzenet �atlagos inform�aci�o-
tartalm�at. Egy m�asik lehets�eges �ertelmez�es szerint H az �uzenetek el}o�all��t�as�anak bi-
zonytalans�ag�at m�eri, �es egy fontos Boltzmann-t��pus�u tulajdons�aga H-nak, hogy a forr�as
l�enyeg�eben csak exp(nH) darab n hossz�us�ag�u �uzenetet bocs�ajt ki.

A kvantummechanik�aban azonban mindig jelen van bizonytalans�ag, m�eg akkor is, ha
egy�ebk�ent t�ok�eletesen ismerj�uk a ' hull�amf�uggv�eny �altal k�odolt rendszert. Val�oban, az
X �onadjung�alt m�erhet}o mennyis�eg f�uggv�enyeinek v�arhat�o �ert�ek�et a h';E(�)'i spektr�al-
m�ert�ek adja meg, mint az (1) formul�aban. Term�eszetesen egy ilyen tiszta �allapotnak nulla
entr�opi�aja kell, hogy legyen. Ezenk��v�ul az sem vil�agos, hogy interpret�alhat�o egy s}ur}us�eg-
m�atrix, mint tiszta �allapotok sokas�aga. Egy d pontb�ol �all�o kon�gur�aci�os t�eren adott
val�osz��n}us�egi m�ert�ek egy�ertelm}uen bonthat�o fel Dirac-m�ert�ekek konvex kombin�aci�oj�ara,
s ��gy egy�ertelm}uen meghat�aroz egy sokas�agot. A kvantummechanik�aban azonban egy
s}ur}us�egm�atrix tiszta �allapotok konvex kombin�aci�ojak�ent val�o el}o�all��t�asa messze nem
egy�ertelm}u, �es ��gy egy s}ur}us�egm�atrix egyszerre sz�amtalan sokas�agot de�ni�al. Kider�ul
azonban, hogy a Neumann-entr�opia tov�abbra is rendelkezik a fentinek megfelel}o Boltz-
mann-t��pus�u tulajdons�aggal.

Egy s}ur}us�egm�atrix S(�) entr�opi�aja (3) alapvet}o matematikai tulajdons�againak ta-
nulm�anyoz�as�ahoz fontos az entr�opiaf�uggv�eny viselked�es�et ismerni �osszetett rendszerek
eset�en. B�ar sok tulajdons�ag a klasszikus eset megfelel}oje, a bizony��t�asok �altal�aban ne-
hezek �es ki�nomult matematikai eszk�oz�oket ig�enyelnek [28, 21]. A tov�abbiakban az
egyszer}us�eg kedv�e�ert feltessz�uk, hogy minden rendszer v�eges dimenzi�os Hilbert-t�errel
��rhat�o le. �Altal�anosabb esetek term�eszetesen szint�en kezelhet}ok, megfelel}o technikai
felt�etelek mellett. Ha �12 jel�oli egy k�etkomponens}u rendszer s}ur}us�egm�atrix�at, akkor �1

az els}o komponensre vett megszor��t�as, vagyis �12-nek a m�asodik rendszerre vett parci�alis
nyoma.

Egy n-dimenzi�os rendszer eset�en 0 � S(�) � log n. A sz�els}o �ert�ekek tiszta �allapotokon
v�etetnek fel, melyekre S = 0, illetve a norm�alt nyomon, melyre S = log n. Mi t�obb, S
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�ert�eke csak � saj�at�ert�ekeit}ol f�ugg, s ��gy invari�ans b�armely szimmetria transzform�aci�ora
n�ezve. Az entr�opia konk�av f�uggv�eny:

dX
j=1

�j S(�j) � S
� dX
j=1

�j�j

�
�

dX
j=1

�j S(�j) +H(�)

(Prop. 1.6 [21]-ben). Speci�alisan, kevertebb �allapotnak nagyobb az entr�opi�aja. V�eg�ul,
a � 7! S(�) f�uggv�eny folytonos, de a folytonoss�ag foka sajnos f�ugg � dimenzi�oj�at�ol, ami
nagy rendszerek t�argyal�as�aban a technikai probl�em�ak egyik f}o oka [13].

K�etkomponens}u rendszerek eset�en a legszembet}un}obb k�ul�onbs�eg a klasszikus esethez
k�epest, hogy az entr�opia S(�1) � S(�12) monotonit�asa nem felt�etlen�ul teljes�ul. Ami azt
illeti, b�armely adott �1 s}ur}us�egm�atrixnak l�etezik egy �12 kiterjeszt�ese egy nagyobb rend-
szerre, melyre S(�12) = 0. Ezt a konstrukci�ot puri�k�aci�onak h��vj�ak, �es val�oj�aban nem
m�as, mint a GNS konstrukci�o (4). A r�eszrendszerek k�oz�otti tipikus kvantum korrel�aci�ok,
melyek ezt lehet}ov�e teszik, szolg�altatj�ak t�obbek k�oz�ott az alapot a kvantum kommu-
nik�ac�os �es sz�am��t�asi eszk�oz�ok kifejleszt�es�ehez. Mi t�obb, ha �12 tiszta, akkor �1-nek �es
�2-nek megegyeszik az entr�opi�aja. A S(�12) � S(�2) k�ul�onbs�eget kvantum felt�eteles in-
form�aci�onak h��vj�ak, b�ar �altal�aban felvehet negat��v �ert�ekeket is. Megmutathat�o, hogy ez
a mennyis�eg folytonos, m�egpedig a m�asodik rendszerre n�ezve egyenletesen [2]. Ezenk��v�ul
az entr�opia szubaddit��v

S(�12) � S(�1) + S(�2) ;

�es egyenl}os�eg pontosan akkor �all, ha a k�et r�eszrendszer f�uggetlen, azaz �12 = �1 
 �2.
V�egezet�ul

jS(�1)� S(�2)j � S(�12):

A legnagyobb jelent}os�eg}u eredm�eny az entr�opia er}os szubadditivit�asa:

S(�123) + S(�2) � S(�12) + S(�23): (11)

Ezen egyenl}otlens�eg bizony��t�asa hossz�u ideig nyitott probl�ema volt, melyet el}osz�or Lieb
�es Ruskai oldott meg [16]. A fenti entr�opia egyenl}otlens�egek mind levezethet}ok (11)-
b}ol, mint speci�alis esetek, esetleg puri�k�aci�o haszn�alat�aval. Az egyenl}os�eg teljes�ul�ese
(11)-ben nagyon er}os megszor��t�ast jelent �123 strukt�ur�aj�ara n�ezve; l�asd [14]. Viszonylag
egyszer}u bizony��t�as adhat�o (11)-re a relat��v entr�opia

S(� j�) := Tr �(log �� log �)

fogalm�anak felhaszn�al�as�aval (l�asd Prop. 1.9 [21]-ben). A relat��v entr�opi�anak szeml�eletes
interpret�aci�o adhat�o pl. a kvantum statisztikus �zika keretein bel�ul, mint egy tetsz}oleges
�es az egyens�ulyi �allapot szabadenergi�aj�anak k�ul�onbs�ege. A KMS illetve a Tomita-
Takesaki elm�eleten bel�ul egyszer}u formula adhat�o a relat��v entr�opi�ara a relat��v mo-
dul�aris oper�ator seg��ts�eg�evel. Megmutathat�o, hogy az er}os szubadditivit�as ekvivalens
egyr�eszr}ol a relat��v entr�opia monotonit�as�aval teljesen pozit��v nyomtart�o lek�epez�esek
hat�asa alatt [17, 26, 21]

S(�� j��) � S(� j�) ;
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m�asr�eszr}ol a relat��v entr�opia mindk�et v�altoz�oj�aban vett egy�uttes konvexit�as�aval

S
� dX
j=1

�j �j

���
dX
j=1

�j �j

�
�

dX
j=1

�j S(�j j�j):

Eltol�asinvari�ans r�acsrendszerek eset�en a v�eges r�eszt�erfogatokra vett entr�opi�ak monoto-
nit�asa bizony��that�o az er}os szubadditivit�as seg��ts�eg�evel.

5. Entr�opiatermel�es klasszikus rendszerekben

Ebben a fejezetben klasszikus dinamikai rendszereket tekint�unk, melyek egy � f�azist�errel,
egy � val�osz��n}us�egi m�ert�ekkel, valamint egy diszkr�et idej}u dinamik�aval adhat�ok meg. A
dinamika itt egy m�ert�ektart�o �es invert�alhat�o lek�epez�es,

T : � 7! �; �(G) = �(T (G)) = �(T�1(G)):

Els}ok�ent Koopman �es Neumann vett�ek �eszre, hogy a Hilbert-t�er oper�atorok kvantum
formalizmusa rendk��v�ul hasznos lehet ilyen rendszerek tanulm�anyoz�as�aban. A (�; �; T )
h�armashoz hozz�a lehet rendelni egy (L2(�; �); UT ) p�art, ahol L2(�; �) a n�egyzetesen
integr�alhat�o f�uggv�enyek tere �-n, UT pedig a k�ovetkez}o unit�er oper�ator:

(UT )(x) :=  (T (x));  2 L2(�; �):

A T lek�epez�es sz�amos l�enyeges ergodikus tulajdons�aga t�argyalhat�o az UT oper�ator spek-
tr�alis tulajdons�agai seg��ts�eg�evel. A k�ovetkez}okben megmutatjuk, hogy a Kolmogorov-
Sinai-entr�opia fogalma bevezethet}o ilyen t��pus�u kvantummechanikai rendszerekben. Ez
term�eszetesen csak egy matematikai �altal�anos��t�as, k�ozvetlen �zikai �ertelmez�es n�elk�ul.

Bevezet�esk�epp felid�ezz�uk a KS-entr�opia konstrukci�oj�anak alapl�ep�eseit. A � t�er egy
m�erhet}o C = fC1; C2; : : : ; Ckg part��ci�oj�ahoz hozz�arendelhet}o egy entr�opia mennyis�eg:

H(C) := �
kX
j=1

�(Cj) log �(Cj):

A C �es D part��ci�ok k�oz�os �nom��t�asa az a C _ D part��ci�o, amely az �osszes lehets�eges
Cj \Di metszetekb}ol �all. Egy adott C part��ci�o eset�en a dinamika n l�ep�ese egy �nom��tott

C(n) := T�n+1C _ T�n+2C _ � � � _ T�1C _ C

part��ci�ot eredm�enyez, ahol T�mC := fT�m(C1); T
�m(C2); : : : ; T

�m(Ck)g. Ezekut�an de-
�ni�alhatjuk a part��ci�o dinamikai entr�op�aj�at

h(C; T ) := lim
n!1

1

n
H(C(n));
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�es a T lek�epez�es KS- (vagy dinamikai) entr�opi�aj�at:

h(T ) := sup
C

h(C; T ): (12)

A fenti konstrukci�o megism�etelhet}o a Hilbert-t�er formalizmusban. Jel�olje 
 a konstans
1 f�uggv�enyt, amely egy 1 norm�aj�u vektor az L2(�; �) Hilbert-t�erben, �es UT
 = 
. A
C part��ci�ohoz hozz�arendelhetj�uk ortogon�alis projekci�ok egy PC := (PC1

; PC2
; : : : ; PCk)

csal�adj�at, ahol
(PC�)(x) := 1C(x)�(x) ;

itt 1C jel�oli a C halmaz karakterisztikus f�uggv�eny�et. Ez a projekci�ocsal�ad egy diszkr�et
projekci�o �ert�ek}u m�ert�eket, vagy m�asn�even egy egys�egfelbont�ast hat�aroz meg,

kX
j=1

PCj = I �es PCi PCj = �ijPCi :


 �es PC seg��ts�eg�evel de�ni�alhatunk egy

�C :=
kX
j=1

PCj j
ih
jPCj

s}ur}us�egm�atrixot, melynek Neumann-entr�opi�aja

S(�C) = �
kX
j=1

kPCj 
k
2 log kPCj 
k

2 = H(C):

Felv�altva alkalmazva a PC �altal meghat�arozott m�er�est �es az UT unit�er dinamik�at, s}ur}u-
s�egm�atrixok egy id}of�ugg}o

�C(n) :=
kX

jn=1

� � �
kX

j1=1

UTPCjn � � �UTPCj1 j
ih
jPCj1U
�
T � � �PCjnU

�
T

sorozat�at nyerj�uk, mely r�oviden a

�C(n) = [UT�P ]
nj
ih
j

form�aban ��rhat�o, ahol

UT� := UT�U
�
T �es �P� :=

X
j

Pcj�PCj :

Kihaszn�alva, hogy UPCU
� = PT�1(C), k�onnyen megmutathat�o az

S(�C(n)) = H(C(n))
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�osszef�ugg�es. �Igy mindk�et dinamikai entr�opia, h(C; T ) �es h(T ), kifejezhet}o egy olyan
k�epzeletbeli kvantum rendszer entr�opiatermel�es�enek seg��ts�eg�evel, amelyen m�er�eseket haj-
tunk v�egre.

A fenti konstrukci�o �altal�anos��that�o egy F = (f1; f2; :::; fk) egys�egoszt�as bevezet�es�evel,
ahol az fj-k m�erhet}o komplex �ert�ek}u f�uggv�enyek �-n, melyekre teljes�ul a

kX
j=1

jf(x)j2 = 1; x 2 �

norm�al�asi felt�etel. Az fj f�uggv�enyek azonos��that�ok a megfelel}o szorz�asoper�atorokkal

(f )(x) := f(x)�(x) ;

melyek seg��ts�eg�evel konstru�alhat�o egy transzform�aci�o-�ert�ek}u m�ert�ek

M 7! �F(M); �F(M)� :=
X
j2M

fj�f
�
j ;

valamint egy megfelel}o POVM

M 7! EF(M); (EF(M) )(x) :=
X
j2M

jfj(x)j
2 (x):

A KS-entr�opia ism�et megkaphat�o a nem �eles m�er�es �es az unit�er dinamika felv�altva val�o
hattat�as�aval:

h(T ) = sup
F

n
lim
n!1

1

n
S(�F (n))

o
; �F (n) = [UT�F ]

nj
ih
j:

A szupr�emumot vehetj�uk az �osszes F = (f1; f2; :::; fk) part��ci�ora n�ezve, illetve folytonos
(sima) T dinamikai lek�epez�es eset�en szor��tkozhatunk folytonos (sima) fj f�uggv�enyekre.
Speci�alis esetekben a KS-entr�opia kisz�am��t�asa egyszer}us��thet}o az eredeti (12) de�n��ci�ohoz
k�epest, megfelel}oen v�alasztott nem �eles felbont�asok haszn�alat�aval [4].

6. Entr�opiatermel�es kvantum rendszerekben

B�ar a klasszikus dinamikai rendszerek kvantum reprezent�aci�oja csup�an egy k�enyelmes
matematikai eszk�oz, a KS-entr�opia fentebb bemutatott konstrukci�oja j�o kiindul�asi alap
lehet a megfelel}o kvantum mennyis�eg de�n��ci�oj�ahoz. Vannak azonban m�as lehets�eges
megk�ozel��t�esek is, melyek - a klasszikus esettel ellent�etben - gyakran l�enyegesen k�ul�onb�oz}o
kvantum dinamikai entr�opia fogalmakhoz vezetnek [9, 27].

A k�ovetkez}okben olyan egys�eges algebrai formalizmust haszn�alunk, amely egyar�ant
alkalmas klasszikus rendszerek, v�eges dimenzi�os kvantum rendszerek, kvantum mez}ok �es
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kvantum rendszerek termodinamikai limesz�enek le��r�as�ara. Ugyanakkor a GNS-konstruk-
ci�o (l�asd (4) �es (11)) seg��ts�eg�evel b�armely absztrakt algebrai dinamikai rendszer t�argyal-
hat�o a Hilbert-t�er formalizmusban is. Ebben a reprezent�aci�oban az A C*-algebra absz-
trakt elemei a H! Hilbert-t�er korl�atos oper�atoraik�ent jelennek meg, az 
! vektor ciklikus
a reprezent�aci�ora n�ezve, �es az �allapotot az j
!ih
!j egydimenzi�os projekci�o adja. A �
dinamika reprezent�altja az U! unit�er oper�ator, amely �xen hagyja az 
! vektort.

Ezekut�an vesz�unk egy egys�egoszt�ast, (10)-hez hasonl�oan,

X = (X1; X2; : : : ; Xk) �es
kX
j=1

X�
jXj = I ;

valamint az �altala meghat�arozott teljesen pozit��v nyomtart�o lek�epez�est H! s}ur}us�egm�at-
rixain

�X� :=
kX
j=1

�!(Xj) � �!(X
�
j ):

Ism�et felv�altva hattatjuk az U�(�) := U�! �U! dinamik�at �es �X-et az j
!ih
!j referen-
cia�allapoton, �es megvizsg�aljuk a

�X(n) := [UT�F]
nj
ih
j

s}ur}us�egm�atrix viselked�es�et nagy n id}okre. �Igy kapunk egy part��ci�of�ugg}o

h(�; X) := lim sup
n!1

1

n
S(�X(n))

dinamikai entr�opi�at �es mag�at a dinamikai entr�opi�at:

h(�;A0) := sup
X�A0

h(�; X):

Az ut�obbi formul�aban A0 egy (�altal�aban s}ur}u) r�eszalgebr�aj�at jel�oli A-nak, amely in-
vari�ans a dinamik�ara n�ezve. A part��ci�okra tett ezen megszor��t�as bizonyos regularit�asi
tulajdons�agot jelent a megengedett m�erhet}o mennyis�egekre n�ezve. Konkr�et p�eld�akban
�altal�aban neh�ez feladat eld�onteni, hogy ez a felt�etel val�oban sz�uks�eges-e.

A fentebb ismertetett entr�opia sz�amos konkr�et p�eld�aban explicite kisz�amolhat�o [1].
Mint azt az �ot�odik fejezetben l�attuk, a klasszikus rendszerek speci�alis esetk�ent jelen-
nek meg az �altal�anos konstrukci�oban, �es ebben az esetben az itt ismertetett kvantum
entr�opia fogalom megegyezik a KS-invari�anssal. A tanulm�anyozott rendszerek k�oz�e tar-
tozik sz�amos eltol�as dinamika, mint p�eld�aul az eltol�asok a kvantum spinl�ancon, a szabad
eltol�as valamint a Powers-Price-eltol�as, ezenk��v�ul a nemkommutat��v t�orusz automor�z-
musai �es a kv�aziszabad fermion automor�zmusok.

Befejez�es�ul megeml��t�unk egy kapcsol�od�asi pontot a dinamikai entr�opia �es nem-egyen-
s�ulyi rendszerek k�oz�ott [3]. Tekints�unk egy v�egtelen kiterjed�es}u alacsony s}ur}us�eg}u fer-
mion rendszert, ahol egy e�ekt��v egyr�eszecske dinamika j�o k�ozel��t�est jelent. Feltessz�uk,
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hogy a kezdeti eloszl�as teljesen homog�en. Ezekut�an bevezet�unk egy lok�alis
"
csapd�at"

a rendszerben; a csapd�aval �erintkez}o r�eszecsk�ek kiker�ulnek a rendszerb}ol. Felv�altva
hattatva a csapd�at �es egy diszkr�et idej}u dinamik�at modellezhetj�uk a csapd�aba hull�o
r�eszecsk�ek folyam�at, melynek intenzit�as�at a J(t) �aram adja meg t id}opillanatban. A
J �aram aszimptotikus viselked�ese nyilv�an inform�aci�ot szolg�altat a rendszeren bel�uli
r�eszecske transzportr�ol. Megmutathat�o, hogy ez az �aram �osszekapcsolhat�o a rendszer
dinamikai entr�opia termel�es�evel:

�S(t) � cJ(t); (13)

ahol c egy megfelel}o konstans. M�eg abban az esetben is, ha az �aram aszimptotikusan
elt}unik, a (13) egyenl}otlens�eg hasznos inform�aci�ot szolg�altat az exponensekr}ol, melyek
meghat�arozz�ak a dinamikai entr�opia szubline�aris n�oveked�es�et. R�aad�asul a J �aram expo-
nensei �osszef�uggenek a dinamika spektr�alis exponenseivel.
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