A Neumann-féle mérés és az entropia

szerepe kvantum dinamikai rendszerekben

Robert Alicki és Mark Fannes

1. Neumann Janos kvantummechanikaja

1930-ra Heisenberg, Born és Jordan métrixmechanikdja, valamint Schrodinger hullam-
mechanikdja egyesitett format kapott Dirac [12] kényvében. Ebben az elméletben azon-
ban ,, selbswidersprechenden Eigenschaften”, vagyis onellentmondé tulajdonsidgokkal ren-
delkez6 fliggvények is szerepet jatszottak, ami Neumann Jénost arra késztette, hogy ma-
tematikailag preciz formalizmust keressen a kvantummechanikdnak. 1932-ben megjelent
[19] kényvében Neumann bemutatta mind a fizikai elmélet konstrukcidjat, mind pedig
az ehhez sziikséges matematikai eszkozoket. Bar jelolésmodja méara némiképp elavult,
a konyv a mai olvasé szdmara is tartogat érdekes gondolatokat, és kétségkiviil joval
magasabb matematikai szinvonalat képvisel, mint kordnak hasonlé konyvei. A kovet-
kez6 rovid osszefoglaléban modern jelolésmodot haszndlva mutatjuk be Neumann Janos
elméletének alapjait.

Egy fizikai rendszer leirdsahoz sziikséges egy szeparabilis ‘H Hilbert-tér, melynek
egységvektorai irjak le a rendszer lehetséges dllapotait !. Az allapotvektorok tartalmaz-
nak minden hozzaférhet6é informaciot a rendszerrdl. Egy mérheté X fizikai mennyiség-
nek onadjungalt, nem feltéteniil korlatos X operator felel meg. Ezek az operatorok a
spektraltételen keresztiil egy-egy értelmi moédon megfeleltethetok a szamegyenes projek-
tormértékeinek. Annak a valdsziniisége, hogy egy ¢ allapotban az X fizikai mennyiség a
mérhetd M C R halmazba esd értéket vesz fel, egyenld ||E(M) p||*-el. Az X mennnyiség
tetszoleges fiiggvényének varhato értéke igy
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Ezutan Neumann targyalja felcserélhetd fizikai mennyiségek egyiittes varhatéd értékét,
a hatdrozatlansigi reldcidkat, projekciéknak igen/nem kérdésként vals interpretdcidjat,
fotonokat és azok megkiilonboztethetetlenségét.

Neumann levezeti az elmélet statisztikai leirdsat. Ezen a ponton individudlis rendsze-
rek helyett sokasdgokkal dolgozik. A véletlennek kétfajta forrasa van a méréselméletben:
Egyrészt a rendszer valédi allapotat illeté bizonytalansag, mésrészt a mérés kimenetét
illet6 bizonytalansiag, amely a kvantummechanika lényegébol fakad. Amellett érvel, hogy

LA linedris analizis itt hasznélt fogalmai, valamint a kvantummechanika Neumann-féle axiémdi meg-
tallhaték a [23] konyvben is.



nem sziikséges rejtett paramétert tartalmazé elméletet haszndlni, és bebizonyitja, hogy
egy mérés kimenetelének eloszlasa teljesen leirhatd egy statisztikus operatorral, vagyis
egy p slrliségméatrixszal:

M(X)=TrpX.

A kovetkezod pont a statisztikus operator idofejlédésének kérdése. Kétfajta folyama-
tot kiillonboztet meg. Az 1-es tipus egy fizikai mennyiség mérése soran fellépd véletlen
valtozés:

p1i(p) == (ej,pe;) Py (2)
j
a fizikai mennyiseg ebben az esetben nem-elfajuld tiszta pontspektrummal rendelkez6
onadjungalt operdtorral irhaté le, melynek ortonormalt bazist alkoté sajatvektorai az
{e;} vektorok, a Py,) projekciék pedig az dltaluk kifeszitett altérre vetitenek. 2-es tipusi
folyamatot eredményez a rendszer belso fejlédése, melyet egy 6nadjungalt H Hamilton-
operator ir le: » _
p > Ty(p) = e 7t peitth,
Termodinamikai érvelésre alapozva levezeti egy statisztikus operator Neumann-entrépid-
janak alapvetd formuldjat 2:
S(p) = —Trplog p. (3)

Bebizonyitja, hogy a 2-es tipusu folyamatok nem valtoztatjak az entropiat, mig az 1-es
tipusuak altalaban novelik, és igazolja az entropia konkavitasat.

Az utolso fejezetben veti fel a mérés problémajat, és a megkiilénboztetés sziikségessé-
gét a fizikai rendszer és a tudattal biré megfigyeld kozott. Megvizsgdlja annak a kovet-
kezményeit, ha egy Osszetett rendszernek csak egy része keriil megfigyelésre. Megmutatja,
hogy ebben az esetben automatikusan egy stirliségoperatort kapunk a részrendszeren,
amit a teljes rendszer dllapotanak Schmidt-felbontdsa segitségével lehet kifejezni. Vége-
zetill megmutatja, hogy ha egy kezdeti tiszta dllapot felvaltva 1-es és 2-es tipusi folyama-
tokon megy keresztiil, az monoton novekvé entropidju statisztikus operatorok sorozatat
eredményezi

[Ty 0Tl 0 -+ o Iy(Py).

A kombindlt folyamatok hatasara fellép6 entrépiandvekedés alapveto eszkoz a kvantum
dinamikai rendszerek tanulmanyozasiban.

2. Algebrai kvantumelmélet

A kvantumelmélet késobbi fejlédésében a hangsuly athelyezodik a Hilbert-tér szintjérol
a mérhet6 mennyiségek szintjére. A mérhet6 mennyiségek algebrai struktirajanak hang-

2Neumann gondolatkisérlete, amely a entrépiaformuldhoz vezet, részletesen elemezve van a [22]
munkaban.



silyozasa nem olyan fontos kis rendszerek, mint példaul atomok vagy molekuldk leird-
saban, azonban lényegesen dttekinthetébb targyaldasmodot tesz lehetové a térelméletben
vagy a kvantum statisztikus fizikiaban. Atfogé hivatkozds ebben a témakérben a 6]
monografia.

Az els6 alapkérdés ezen a téren az volt, hogyan lehetne mehghatdrozni az Osszes
lehetséges realizdcidjat a hely és az impulzus kozotti alapvetd [P, Q] = —ih felcserélési
reldciénak. Mivel a relacié fennéllasdhoz legaldbb az egyik operdtornak nem korlatosnak
kell lennie, ezért a problémdt inkdbb Weyl-operatorokra atfogalmazva targyalték, vagyis
keresték az Gsszes olyan folytonos egyparaméteres

R > g u(g) (=9 b R3prop) (=)
unitér csoportokat, amelyek kielégitik a

u(q)v(p) = €™ (p)u(q)

felcserélési relaciot. A kérdést Stone és Neumann oldotta meg; minden ilyen tulajdonsagu
reprezentracié a standard reprezentacié valahanyszoros direkt Gsszegeként &ll eld, ahol
a standard reprezentdciot a szokdsos, L?(R)-en értelmezett hely- és impulzus operdtor
hatarozza meg. Az egyértelmiiségi tétel azt mutatja, hogy az algebrai megkozelités a
kvantummechanika szokasos keretein beliil legfeljebb esztétikai jelentdséggel bir.

A helyzet 1ényegesen megvaltozik, ha végtelen sok részecskét tartalmazé rendszerek
leirasara keriil a sor. Mar végtelen sok fliggetlen részecske leirasahoz is sziikségessé valik a
nem teljes tenzorszorzatok bevezetése; a végtelen elemi tenzorok aszerint osztalyozédnak,
hogy faktoraik hogyan viselkednek a végtelenben. Ez Hilbert-terek sokasagat definidlja,
melyek mindegyike globalisan invaridns olyan operatorok hatasara nézve, melyek csak
véges sok részecskét érintenek, azonban a kiilonb6z6 osztalyokhoz tartozd vektorok merd-
legesek egymasra.

Néhany rendkiviil figyelemre mélt6 cikkben Murray és Neumann megalkotta az opera-
torgytiriik, vagy mai neviikkén Neumann-algebrak, elméletét [18]. Ezek korldtos operatorok
olyan 91 *-algebrai, melyek tartalmazzék az identitds operatort, és zartak a gyenge
operdtor topoldgiara nézve. Az alapvetd jelentOségii bikommutans tétel szerint 9 =
M ahol M’ az M algebra kommutdnsa, vagyis azon operatorok Gsszessége, amelyek
felcsrélhetok 99T minden elemével. Ez az eredmény tehdat osszekapcsolja egy algebra to-
polégiai és szimmetria tulajdonsigait *.

A ’60-as években Segal, Gelfand, Kastler és masok munkdja nyomdan a végtelen rend-
szerek kinematikai leirdsdnak még absztraktabb elmélete bontakozott ki: Egy absztrakt
A C*-algebra tartalmazza az Osszes informéciét a rendszeren mérhetd fizikai mennyisé-
gekrdl, ilymodon meghatarozva az alkotérészek természetét, statisztikajit, a geometriai
kényszereket, sth. Az idéfejlédést és altalanosabban a szimmetridkat az algebra auto-
morfizmusai irjak le. A harmadik fontos tényezé egy varhato érték funkcional w, vagy

3Neumann operatoralgebrai munkdssagdat osszefoglalja a [24] dolgozat.
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mds néven egy allapot, ami meghataroz egy kvantum valdsziniiségi mértéket a mérheto
mennyiségeken. Ez a fajta leirds kiilonosen jol hasznalhaté példaul a racson adott spin-
rendszerek tanulméanyozasdban.

Az egyik kozponti jelentdségii eredmény a Gelfand-Naimark—-Segal-konstrukcio, ami
megmutatja, hogy egy (A,w) kvantum valészintiségi modell egyértelmiien indukil egy
Hilbert-tér modellt, azaz létezik egy kanonikus Hilbert-tér H,,, egy kitiintetett €, egység-
vektorral, valamint egy 7, : A — B(H,,) reprezenticid, amelyre 7, (A) €2, siirii H,-ban,
és

w(x) = (Qu, mu(2) Q) (z € A). (4)
Ha ezenfeliil az w allapot invaridns a © idéfejlédésre nézve, akkor egyértelmiien létezik
egy unitér operator U,, melyre

7,(0(2) = Ul m,(2) U, (z€ A, és U, Q= Q. (5)

A ’70-es és a ’'80-as években szamos kutatds koncentralt a kvantum statisztikus
mechanika és a térelmélet szempontjabdl fizikailag relevans allapotok altaldnos tulaj-
donsagainak felderitésére és tanulmanyozasara. Alapéllapotok és egyensilyi allapotok
kézponti szerepet jatszottak ebben a kutatdsban. A végtelen rendszerek egyensilyi
allapotanak elmélete vezetett a Kubo-Martin-Schwinger peremfeltétel felfedezéséhez. A
Tomita-Takesaki elmélettel valé Osszefiiggés hamarosan Osszekapcsolta a KMS-feltételt
a Neumann-algebrak elméletének egyik f6 kutatasi tertiletével.

Tovabbi fontos elérelépés volt a kvantum mérések és nyilt kvantum rendszerek ta-
nulményozasa, kiilonos tekintettel a teljesen pozitiv leképezések jelentoségére disszipativ
kvantum rendszerek algebrai targyaldasdban. A teljes pozitivitas a lokalitassal osszekap-
csolva tobbkomponensi rendszerekben mara a kvantum-informéacidelmélet egyik alapveto
fogalma lett [20].

3. Kvantum mérések és nyilt rendszerek

A Neumann &ltal bevezetett 1-es tipusu folyamatok, lasd (2), olyan idedlis méréseket
irnak le, ahol a megfelel6 operatorok nem-elfajulé tiszta pontspektrummal rendelkez-
nek. Ez a fajta leirds azonban nem volt alkalmas a mérési folyamat realisztikusabb
vizsgdlatdra. Kiilonboz6 szerz6k tovabbfejlesztették az elméletet [8, 10, 15, 11] , és
bevezették a POVM (pozitiv-operdtor-értékii mérték) fogalmat, ami a projektormérték
altaldnositdsa, és alkalmas nem éles kvantummechanikai mennyiségek mérésének lefrasara.
A POVM-ek ugyanazon tulajdonsdgokkal rendelkeznek, mint a projektormértékek, azzal
a kiulonbséggel, hogy egy mérheté halmazhoz rendelt operdtornak nem feltétlenil kell
projekcionak lennie, elég, ha pozitiv operator.

Egy nem éles valésértékii mérheté mennyiséghez tartoz6 POVM egy FE leképezés a
valés szamok Borel-halmazairdél a ‘H Hilbert-tér korlatos operatorai halmazaba, amelyre
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e E(M) >0, ha M a szdmegyenes Borel-mérhet6 részhalmaza.
e E(R) az identitas,

o E(U;M;) =", E(M;) paronként diszjunkt halmazok minden (M;) sorozatéra.

Egy adott p allapotra az E POVM meghatdroz egy valdszintiségi mértéket R-en,
M — Tr(pE(M)),

amely minden statisztikai informaciét tartalmaz a mérés lehetséges kimeneteleir6l.

Egy A = [ AdE4()) spektralis felbontdsdval adott 6nadjungdlt operdtorbél, mint éles
mérheté mennyiségbél tipikusan egy f(z,y) konfidencia mérték bevezetésével konstrual-
haté POVM; itt f(xz,y) > 0 és [ f(z,y)dz = 1. Ennek segitségével definidlhaté az A
mennyiség ,elkent” verzidja, ami az alabbi POVM:

son = [ ([ famaey) a

Egy mésik példa kaphatéo Neumann gondolatmenetét kovetve, aki a mérést az S rend-
szer és egy méromiiszer kozotti kolesonhatasi folyamatnak tekintette. Maga méromiiszer
szintén egy kvantum rendszer, de rendelkezik egy A = [ AdE4()) dgynevezett mutaté
mennyiséggel, ami kozvetleniil mérheto. Feltéve, hogy a miiszer eredetileg a ¢ dllapotban
volt, és a rendszerrel valé kolcsonhatasa egy U unitér operdtorral modellezhetd, be lehet
vezetni egy POVM-et a rendszeren a

Te (pB(M)) = Tr (U(p ® |[6)(6)U" T @ Ea(M)) (6)

formuldval, ahol p tetszdleges allapot S-en. Eszrevehetd, hogy a (6)-ban definidlt POVM
a kovetkez6 forméaju:

E(M) = PsU'E4s(M)UPy,
ahol P4 a Hg ® H Hilbert-tér Hgs ® ¢ (Hg-el azonosithatd) alterére valé ortogondlis
projekcié. Hasonléan, I ® E, azonosithaté Es-val. Neumark dilatacios tétele szerint
barmely POVM megkaphaté egy nagyobb Hilbert-téren haté projekciémértékbdl egy
megefelel0 ortogonalis projekcio segitségével.

A (6)-os formula kapcsolatot teremt a mérések és a nyilt kvantum rendszerek elmélete
kozott. Az utébbi témaja egy, a kornyezetével kolesonhaté S kvantum rendszer redukalt
dinamikdjanak vizsgalata; egy ilyen dinamika az S rendszer redukalt slirliségmatrixain
haté irreverzibilis leképezésekkel irhaté le [5, 7]. A (6) formula segitségével definidlhatd
egy M — A(M) mérték B(R)-en, mely értékeit a pozitiv nyomoperatorokon haté pozitiv
affin leképezések halmazabdl veszi:

Te(BAM)p) i=Tr (U(p®[64){64))U" B Ba(M)), BeBHs).  (7)

A A leképezés egy szuperoperator-értékii mérték vagy masnéven transzformacié-értéki
mérték, amelyre



e A(M)p>0,ha M € B(R) és p>0.
o A(U;Mj) =3, A(M;) paronként diszjunkt Borel-halmazok sorozataira.

A normaélassal kapott
(M) = A(M)p
C T A ())
stirtiségmatrix tekinthetd egy mérés utani feltételes allapotnak, ahol a feltétel az, hogy a
mutaté mennyiség értéke az M Borel-halmazba esik. Az A mérémiiszerre vett parcialis
nyommal kapott A := A(R) operacié, vagyis

Ap=Tr4(U(p® |pa){(pal)U") (8)

egy dinamikai leképezést hataroz meg a Schrodinger-képben, amely az S rendszer allapo-
tat irja le a mérés utan, amennyiben a mutaté mennyiség értéke nem keriil leolvasasra.

Gyakran hasznosabb a dinamikai leképezéseket Heisenberg-képben tekinteni; ezt a
Tr(BA(M)p) =Tr (pA"(M)B), B e B(Hs), p stiriségmatrix Hg-n

Osszefiiggést kielégité A*(M) leképezések hatdrozzdk meg. Specidlisan a (7) formuldval
adott A nem éles mennyiség felirhat6 az

E(M)=A"(M)I
forméaban.

A (8) formula matematikai struktiraja univerzalis abban az értelemben, hogy leirja
barmely olyan nyilt kvantumrendszer redukalt dinamikajat, amely koélcsonhat egy kvan-
tum taroldval, mely eredetileg a 14 allapotban van. Az egyetlen fizikai feltételezés, hogy
az Osszetett rendszer eredetileg szorzat dllapotban van; ez gyakorlatilag nem més, mint
a gyenge csatolasi feltétel. Nem csorbitja az altalanossagot, ha a kornyezet allapotat
tisztanak tételezziik fel, hisz barmely dllapotot lehet ,purifikdlni” egy extra kvantum-
rendszer bevezetésével.

A A(M) leképezések teljesen pozitivak, ami ekvivalens a kovetkezé Kraus-felbontdssal:
AM)p=> X;pX; és  A(M)B=)> X/BX;, (9)
J J

ahol az {X;} korlatos operdtorok kozott teljesiil az », X7 X; < I sszefiiggés. Az {X;}
operatorok megvalasztdsa messze nem egyértelmi, ezenkiviil a j-re vett 6sszegzés helyett
allhat integralas. Egy d-dimenziés Hilbert-térrel leirhat6 rendszer esetén elég legfeljebb
d? tagot venni a (9) felirdasban. Egy dinamikai leképezés nyomtarté volta a kovetkezd
harom ekvivalens feltétellel jellemezheto:

Tr(Ap) =Trp, A T=I  vagy > X;X;=1 (10)
J

Végezetiil pedig Stinespring dilataciés tétele szerint barmely teljesen pozitiv dinamikai
leképezés felirhaté redukalt dinamika formdjéaban (8).
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4. Az entrdpia tulajdonsagai

Egy véges abc-n adott A = (A1, Ag, ..., \g) valészintiségeloszlds informdacidtartalménak
klasszikus, Shannon-féle

d
H(\) =Y —\;log);
=1

formuldja [25] levezethet6 néhany egszerti feltételbdl, igymint folytonossig, az abe betiiinek
permutacidjara vett invariancia, valamint a

A1 A2
H dgs o Ag) = HO\ 4+ A das o Ag) + (g + o) H ,
(isderco ) = HOWH a2+ O+ 8 (550 52 )

kompatibilitasi feltétel ([21], masodik fejezet). Ha gy értelmezziik a A mértéket, mint
amiaz {1,2,...,d} szimbélumok eléfordulasi gyakorisagat adja meg valamely informécié-
forras altal kibocsajtott lizenetben, akkor H méri egy tipikus lizenet atlagos informacié-
tartalmat. Egy madsik lehetséges értelmezés szerint H az iizenetek eldallitasanak bi-
zonytalansagat méri, és egy fontos Boltzmann-tipusu tulajdonsiga H-nak, hogy a forras
lényegében csak exp(nH) darab n hosszisagu tlizenetet bocsajt ki.

A kvantummechanikaban azonban mindig jelen van bizonytalansdg, még akkor is, ha
egyébként tokéletesen ismerjiik a ¢ hullamfiiggvény altal kédolt rendszert. Valéban, az
X 6nadjungdlt mérhet$ mennyiség fiiggvényeinek varhaté értékét a (o, E(X) ¢) spektral-
mérték adja meg, mint az (1) formuldban. Természetesen egy ilyen tiszta allapotnak nulla
entropidja kell, hogy legyen. Ezenkiviil az sem vilagos, hogy interpretalhaté egy stirtiség-
matrix, mint tiszta allapotok sokasaga. Egy d pontbdl allé konfiguricios téren adott
valésziniiségi mérték egyértelmiien bonthaté fel Dirac-mértékek konvex kombinaciéjara,
s igy egyértelmiien meghatdroz egy sokasagot. A kvantummechanikaban azonban egy
striiségmatrix tiszta allapotok konvex kombindacidjaként vald eldallitdsa messze nem
egyértelmi, és igy egy slrliségmatrix egyszerre szamtalan sokasagot definial. Kideriil
azonban, hogy a Neumann-entrépia tovabbra is rendelkezik a fentinek megfelel6 Boltz-
mann-tipusu tulajdonsaggal.

Egy stliriségmatrix S(p) entrépidja (3) alapveté matematikai tulajdonsigainak ta-
nulmanyozasdhoz fontos az entrépiafiiggvény viselkedését ismerni Osszetett rendszerek
esetén. Bar sok tulajdonsag a klasszikus eset megfelelGje, a bizonyitdsok dltaldban ne-
hezek és kifinomult matematikai eszkozoket igényelnek [28, 21]. A tovédbbiakban az
egyszeriség kedvéért feltessziik, hogy minden rendszer véges dimenziés Hilbert-térrel
frhat6 le. Altaldnosabb esetek természetesen szintén kezelhetdk, megfelelé technikai
feltételek mellett. Ha p'2 jeloli egy kétkomponensii rendszer stirliségmatrixdt, akkor p'
az elsé komponensre vett megszoritds, vagyis p'?-nek a masodik rendszerre vett parcidlis
nyoma.

Egy n-dimenziés rendszer esetén 0 < S(p) < logn. A széls6 értékek tiszta dllapotokon
vétetnek fel, melyekre S = 0, illetve a normdlt nyomon, melyre S = logn. Mi tobb, S



értéke csak p sajatértékeitol fiigg, s igy invaridns barmely szimmetria transzforméaciora
nézve. Az entrépia konkav fiiggvény:

d d

>N 8(0) < S(DAe) < DA S(0) + HO

j=1 j=1

(Prop. 1.6 [21]-ben). Specidlisan, kevertebb &dllapotnak nagyobb az entrépidja. Végiil,
a p— S(p) figgvény folytonos, de a folytonossag foka sajnos fiigg p dimenzi6jatdl, ami
nagy rendszerek targyaldsidban a technikai problémék egyik f6 oka [13].

Kétkomponensii rendszerek esetén a legszembetiinébb kiillonbség a klasszikus esethez
képest, hogy az entrépia S(p') < S(p'?) monotonitdsa nem feltétleniil teljesiil. Ami azt
illeti, barmely adott p! siirtiségmdtrixnak létezik egy p'? kiterjesztése egy nagyobb rend-
szerre, melyre S(p'?) = 0. Ezt a konstrukci6t purifikdcionak hivjék, és valgjaban nem
mds, mint a GNS konstrukcié (4). A részrendszerek kozotti tipikus kvantum korreldciok,
melyek ezt lehetové teszik, szolgaltatjak tobbek ko6zott az alapot a kvantum kommu-
nikdcés és szamitési eszkozok kifejlesztéséhez. Mi tobb, ha p'? tiszta, akkor p'-nek és
p*-nek megegyeszik az entropidja. A S(p'?) — S(p?) kiilonbséget kvantum feltételes in-
formacionak hivjdk, bar altalaban felvehet negativ értékeket is. Megmutathatd, hogy ez
a mennyiség folytonos, mégpedig a masodik rendszerre nézve egyenletesen [2]. Ezenkiviil
az entropia szubadditiv

S(p'?) < S(p") +S(p),

és egyenl6ség pontosan akkor &ll, ha a két részrendszer fiiggetlen, azaz p'2 = p' @ p°.
Végezetiil

1S(p") = S(p*)] < S(p").
A legnagyobb jelentOségii eredmény az entrépia erds szubadditivitdsa:
S(p*) +5(p%) < S(p™) + S(p™). (11)

Ezen egyenlotlenség bizonyitasa hosszu ideig nyitott probléma volt, melyet el6szor Lieb
és Ruskai oldott meg [16]. A fenti entrdpia egyenlétlenségek mind levezetheték (11)-
bél, mint specidlis esetek, esetleg purifikdcié hasznalatiaval. Az egyenloség teljestilése
(11)-ben nagyon erds megszoritdst jelent p'?* struktirdjara nézve; 1dsd [14]. Viszonylag
egyszerli bizonyitas adhaté (11)-re a relativ entrépia

S(plo) :==Trp(log p —logo)

fogalméanak felhasznédldsdval (14sd Prop. 1.9 [21]-ben). A relativ entrépidnak szemléletes
interpretdcié adhaté pl. a kvantum statisztikus fizika keretein beliil, mint egy tetszéleges
és az egyensulyi allapot szabadenergidjanak kiilonbsége. A KMS illetve a Tomita-
Takesaki elméleten beliil egyszerti formula adhaté a relativ entrépidra a relativ mo-
dularis operator segitségével. Megmutathato, hogy az erds szubadditivitds ekvivalens
egyrészrol a relativ entropia monotonitasaval teljesen pozitiv nyomtarté leképezések
hatdsa alatt [17, 26, 21]
S(Ap[Ao) < S(plo),
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mdésrészrol a relativ entropia mindkét valtozéjaban vett egyiittes konvexitasaval

d d d
S(Z)\jﬂj ‘ Z/\jaj) SZ)‘jS(pJ’|aj)'
=1 j=1 j=1

Eltoldsinvarians racsrendszerek esetén a véges résztérfogatokra vett entrépidk monoto-
nitdsa bizonyithat6 az erds szubadditivitds segitségével.

5. Entrépiatermelés klasszikus rendszerekben

Ebben a fejezetben klasszikus dinamikai rendszereket tekintiink, melyek egy I' fazistérrel,
egy p valoszintiségi mértékkel, valamint egy diszkrét ideji dinamikédval adhaték meg. A
dinamika itt egy mértéktarté és invertalhato leképezés,

T:T=T, uG)=uI(G))=uT(G)).

Els6ként Koopman és Neumann vették észre, hogy a Hilbert-tér operatorok kvantum
formalizmusa rendkiviil hasznos lehet ilyen rendszerek tanulmanyozasaban. A (T, u, T)
harmashoz hozza lehet rendelni egy (L*(T,pu),Ur) part, ahol L*(T, ) a négyzetesen
integralhato6 fiiggvények tere I'-n, Ur pedig a kovetkez6 unitér operator:

(Ury)(z) = ¢(T(x)), ¢ € L*(T,p).

A T leképezés szamos lényeges ergodikus tulajdonsaga targyalhato az Ur operator spek-
tralis tulajdonsdgai segitségével. A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy a Kolmogorov-
Sinai-entrépia fogalma bevezethetd ilyen tipusu kvantummechanikai rendszerekben. Ez
természetesen csak egy matematikai dltaldnositds, kozvetlen fizikai értelmezés nélkiil.

Bevezetésképp felidézziik a KS-entrépia konstrukciéjanak alaplépéseit. A I' tér egy

mérhetd C' = {C4,Cy, ..., Cy} particiéjdhoz hozzdrendelhetd egy entrépia mennyiség:
k
H(C) = =) u(Cy)log pu(Cy).
j=1

A C és D particiok kozos finomitasa az a C'V D particié, amely az Osszes lehetséges
C; N D; metszetekbdl all. Egy adott C' particié esetén a dinamika n 1épése egy finomitott

CW =17 "CvT " CVv-.-vTICVC
particiét eredményez, ahol T=™C := {T-™(C}), T~™(Cy),...,T7™(C)}. Ezekutdn de-

finialhatjuk a particié dinamikai entrépajat

h(C,T) := lim 1H(0<">),

n—oo 1N,
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és a T leképezés KS- (vagy dinamikai) entrépidjat:

h(T) :=sup h(C,T). (12)

A fenti konstrukcié megismételhet6 a Hilbert-tér formalizmusban. Jeldlje €2 a konstans
1 fiiggvényt, amely egy 1 normaji vektor az L?(T', u) Hilbert-térben, és UrQ) = Q. A
C particidhoz hozzarendelhetjiik ortogondlis projekcick egy Pe := (Pe,, Poy, - .., Pc,)
csaladjat, ahol

(Peg)(z) = 1c(z) ¢(x),

itt 1 jeloli a C halmaz karakterisztikus fliggvényét. Ez a projekcidcesaldad egy diszkrét
projekcid értékli mértéket, vagy masnéven egy egységfelbontast hatdroz meg,

k
Y Po,=1 é  Po Po =01,
7=1

Q és P segitségével definidlhatunk egy

k
pe =Y Pe, [0(Q P,

7j=1
stirtiségmatrixot, melynek Neumann-entrépidja
k
S(pe) = =Y 1P, QI log || Pe, Q1 = H(C).
j=1

Felvaltva alkalmazva a P« altal meghatarozott mérést és az Up unitér dinamikat, stri-
ségmatrixok egy idofiiggo

k k
pe(n) ="+ UrPc, - UrPc, |Q)(Q| Pe, Uy -+ Pe, Uy
Jn=1 J1=1
sorozatat nyerjiik, mely roviden a
pc(n) = [UrAp]" |10

formaban irhaté, ahol

Urp:=UrpU;  é  App:=>» PypPe,.

J

Kihasznélva, hogy UPcU* = Pr-1(¢), konnyen megmutathato az

S(pc(n)) = H(C™)

10



bsszefiiggés. Igy mindkét dinamikai entrépia, h(C,T) és h(T), kifejezheté egy olyan
képzeletbeli kvantum rendszer entrépiatermelésének segitségével, amelyen méréseket haj-
tunk végre.

A fenti konstrukci6 dltalanosithaté egy F' = (fi1, fa, ..., fx) egységosztéds bevezetésével,
ahol az f;-k mérhetd komplex értéki fliggvények I'-n, melyekre teljesiil a

k
d |f@)fP =1 =zerl
j=1

normaldsi feltétel. Az f; fliggvények azonosithaték a megfeleld szorzdsoperatorokkal

(fo)(x) := f(z) ¢(z),

melyek segitségével konstrualhato egy transzforméacié-értékii mérték

jEM
valamint egy megfelel6 POVM

M — Ep(M); (Be(M)¢)(z) = ) |f;(0) o).

jeM

A KS-entrépia ismét megkaphat6 a nem éles mérés és az unitér dinamika felvaltva valo
hattatasaval:

W(T) = sup{ lim ls<pF<n>>}; pi(n) = [UrAu]" Q).

F n—oo 1
A szuprémumot vehetjiik az 6sszes ' = (f1, fo, ..., fx) particiéra nézve, illetve folytonos
(sima) T dinamikai leképezés esetén szoritkozhatunk folytonos (sima) f; fiiggvényekre.

Specidlis esetekben a KS-entrépia kiszamitdsa egyszerisithet6 az eredeti (12) definicidhoz
képest, megfeleléen valasztott nem éles felbontasok hasznalataval [4].

6. Entropiatermelés kvantum rendszerekben

Bar a klasszikus dinamikai rendszerek kvantum reprezenticidja csupan egy kényelmes
matematikai eszkoz, a KS-entrépia fentebb bemutatott konstrukcidja jo kiindulasi alap
lehet a megfelel6 kvantum mennyiség definicigjadhoz. Vannak azonban mas lehetséges
megkozelitések is, melyek - a klasszikus esettel ellentétben - gyakran lényegesen kiilonb6z6
kvantum dinamikai entrépia fogalmakhoz vezetnek [9, 27].

A kovetkezOokben olyan egységes algebrai formalizmust hasznalunk, amely egyarant
alkalmas klasszikus rendszerek, véges dimenziés kvantum rendszerek, kvantum mezok és
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kvantum rendszerek termodinamikai limeszének leirdsara. Ugyanakkor a GNS-konstruk-
ci6 (lasd (4) és (11)) segitségével barmely absztrakt algebrai dinamikai rendszer targyal-
hat6 a Hilbert-tér formalizmusban is. Ebben a reprezenticiéban az A C*-algebra absz-
trakt elemei a H,, Hilbert-tér korlatos operdtoraiként jelennek meg, az €, vektor ciklikus
a reprezentdciora nézve, és az allapotot az [Q,)(€Q,| egydimenziés projekcié adja. A ©
dinamika reprezentdltja az U, unitér operator, amely fixen hagyja az €, vektort.

Ezekutdn vesziink egy egységosztast, (10)-hez hasonléan,
k

X=X, X, X)) & Y XX;=1,

J
J=1

valamint az dltala meghatdrozott teljesen pozitiv nyomtarté leképezést H,, slirtiségmat-
rixain

k
Axpi= 3 m(X) pra(X]).
j=1

Ismét felvaltva hattatjuk az Ue(p) := U} p U, dinamikét és Ax-et az {2, )(€2,| referen-
ciadllapoton, és megvizsgaljuk a

px(n) := [UrAg]”

Q)€

stirtiségmatrix viselkedését nagy n idokre. fgy kapunk egy particiéfiiggod

h(©,X) := limsup %S(px(n))

n—oo

dinamikai entropiat és magat a dinamikai entropiat:

h(O,Ay) = ;23 h(©, X).

Az utébbi formuldban A, egy (éltalaban siiril) részalgebrédjat jeloli A-nak, amely in-
varians a dinamikdra nézve. A particidkra tett ezen megszoritas bizonyos regularitasi
tulajdonsigot jelent a megengedett mérheté mennyiségekre nézve. Konkrét példakban
altaldban nehéz feladat eldonteni, hogy ez a feltétel valéban sziikséges-e.

A fentebb ismertetett entrépia szamos konkrét példaban explicite kiszdmolhaté [1].
Mint azt az otodik fejezetben lattuk, a klasszikus rendszerek specidlis esetként jelen-
nek meg az altaldnos konstrukciéban, és ebben az esetben az itt ismertetett kvantum
entrépia fogalom megegyezik a KS-invaridnssal. A tanulmanyozott rendszerek kozé tar-
tozik szamos eltolds dinamika, mint példaul az eltolasok a kvantum spinlancon, a szabad
eltolas valamint a Powers-Price-eltolds, ezenkiviil a nemkommutativ térusz automorfiz-
musai és a kvéaziszabad fermion automorfizmusok.

Befejezésiil megemlitiink egy kapcsoldédési pontot a dinamikai entrépia és nem-egyen-
stlyi rendszerek kozott [3]. Tekintsiink egy végtelen kiterjedésti alacsony stiriiségi fer-
mion rendszert, ahol egy effektiv egyrészecske dinamika jo kozelitést jelent. Feltessziik,
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hogy a kezdeti eloszlas teljesen homogén. Ezekutan bevezetiink egy lokélis ,csapdat”
a rendszerben; a csapdaval érintkezo részecskék kikeriilnek a rendszerbdl. Felvéltva
hattatva a csapdat és egy diszkrét idejii dinamikat modellezhetjiik a csapdaba hull6
részecskék folyamat, melynek intenzitdsiat a J(¢) dram adja meg t idépillanatban. A
J adram aszimptotikus viselkedése nyilvdn informdciét szolgdltat a rendszeren beliili
részecske transzportrol. Megmutathatd, hogy ez az dram Osszekapcsolhaté a rendszer
dinamikai entropia termelésével:

AS(t) > e (1), (13)

ahol ¢ egy megfelel6 konstans. Még abban az esetben is, ha az dram aszimptotikusan
eltiinik, a (13) egyenl6tlenség hasznos informaciét szolgéltat az exponensekrdl, melyek
meghatarozzak a dinamikai entrépia szublinearis novekedését. Raadasul a J dram expo-
nensei Osszefiiggenek a dinamika spektralis exponenseivel.
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