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l.§o Beve_zetés

Sperner Zi] 1928=-ban publikélta az ugynevezett Sperner-
tételt, amely a kombinatorika egy uj agénak fejlddését inditotta
el, E dolgozatban eldszor ismertetjiik Sperner eredeti bizonyi-
tasat, amely egy egyszerii lemmén alapszik. Utana egy Lubell-t6l

2| szarmazé ujabb keletii, igen egyszeri bizonyitaé kovetkezik,
hajd Sperner tételének egy Erdds-féle alﬁalanositésa.{iﬂ o KO-
261jiik a Sperner-tétel egy érdekes élesitését is |4 , | 5| ,
végiil Sperner eredeti bizonyitasédban szerepld lemma becslését
élesitjiik pontossa EG] , aminek jé alkalmazasi lehetdségei vannak
ilyen tipusu tételek teljes indukciébés bizonyitéasénal. Utébbi al-
kadmazésara peldat is mutatunk | 6] .

2.8. Jelolések

A dolgozatban altaléban egy véges )& halmaz részhalmazai-
val fogunk foglalkozni:

7K ¢ 1
/’\*‘{X“Xz}...,xnj (’/é""')'

X/részhalmazait nagy, elemeit mindig kis latin betiik=-
kel fogjuk jeldlni. A részhalmazok egy rendszerének jelolésére

az irott nagybetiik fognak szolgilni:

LC%:{AMAI)MAM} AiE A B ity)

e

A\ bsszes részhalmazainak rendszerét _ -sel jeldljiike



Ha A )\/ -nek egy részhalmaza, I/J\l jeldoli elemeinek
szamat. Ugyanigy, ha JQ: {AM- Sy Am} , akkor '\ﬂlz ¥,
Ha JQ, X részhalmazainak egy rendszere, jeloljuk bélk

-val azon Q’ ~ban 1évd részhalmazok rendszerét, amelyek elem-

sSzama éppen k’ -

A A Aed A= k] (0¢ k< ).

-\,Q(a) -val fogjuk jelolni azt a részhalmazrendszert,

amely &/l -nak ¢l -t tartalmazé részhalmazaibdél all:

A@y={A: Ne A, aeAl

Ha :,Jf minden eleme pontosan f? elembdl &41l, akkor (_(&2)

-t a kovetkezdképpen definialjuk:

(A)-{ B:[B|= k-1, FA(BcA e A)].
uél)' -nak azt a tulajdonsagat, hogy semelyik két kiilonbozd

; : : / o ]
részhalmaza sem tartalmazza egymast \Al » /\3)‘ ha :I:g)
a kovetkezdképpen fogjuk jelolni:

A e SP,

és az ilyen u‘q -kat Sperner rendszereknek fogjuk nevezni.
Vegiil Léncnak fogjuk nevezni az X részhalmazainak egy
olyan o{ "{L“Lz), ,,)L%} rendszerét, melyre Lﬁc/izc'-'c/*h

4 0
teljesiil. ‘»,oﬁ-] = el -t -a lanc hosszénak nevezziike.
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5.8+ A Sperner-tétel eredeti

bizonyitésa [1]

e e L P T}
o e e e e e e Sk et Sk e ety e o e oo e T

akkor

(3.1) | Al < (@])

- T - o —— —
— e s e o — —

(0¢ k<m) . Ekkor

SR ) P Ccd®

A_lemma_bizonyitésa. Tekintsiik az olyan (A, B ) parok

szamat, ahol 'AGOQ', B GC,(JQ) s ADD . Bz a szam
triviélisan [\,‘{H fo . Masreszt azonban, minden B halmaz-
hoz legfeljebb 41— %+ /f - olyan A talalhaté, amelynek 8

része, Igy
e (A)](n-k+4)= | A %,

ami ekvivalens (3.2)-vel.

A_tétel bizonyitédsa, Jeldljik 1 -vel (“7 legnagyobb hal=

————— o — ——— T —t— v o - r— = — -
—— — —— —— —— —— —— —— — o " S — —— —

mazénak elemszamét; tehat Eﬂ'wl>o , de | ‘ :!!L(Q’V\FD-

| ey

Tegyiik fel, hogy v>[‘§—] . Be fogjuk latni, hogy



(3.3) w‘l '.\,ch) Uc (& g) &SP

Valéban, az vé)("' ﬂu— ~ben szerepld részhalmazok nem tartalmaz-—
hat jék egymast, ugyanigy a C (ﬁv) -ben szerepldk sem, hiszen
egyforma az elemszémuk és kiilonbdzdk. Tovébbé, egy UQ' -‘ﬁv -beli
nem tartalmazhat o(ﬁv) -belit, mert minden ﬂ-—f& r -beli
halmaz elemszéma legfeljebb A — / . Végiil, ha egy Béc(&%}
tartalmazna egy C S (ﬂ —Lﬁ-‘v— halmazt, akkor c(ﬂb. ) defini-
ciéja miatt lenne egy olyan A , melyre BcA ) /-): (:'(,@

8 igy e BCA fenndllna, ami ellentmondésban van ﬁle SP

"'velo :
Mivel ‘\J‘>~[‘EL] y LBy %_L‘_+4' > ’I § I;ivéve, ha mMm
paratlan, és = s o Tehat a lemmat haszn&alva:

) [(A-BIUc (A)>A], b v>ntd

(3.5 [(FE-RIUc(A V=AY ba U:az_i

Tekintsiik most egyelbre a paros 71 esetét. Az eddig el-
mondottakbdl kdvetkezik, hogy az extremalis Jﬂ- nem tartalmaz-
hat %' -nél tbb elemii részhalmazt. Definialjuk Lo
kovetkezlképpen:

A={ A XA A e A}



5=

AP N ¥ i
A definiciébdél lathatd, hogy Q & §P é ILQ (=l§/“@ o 1gy
/ X-
ha L,’Q extrem&lis, akkor LQ is, tehat Q sem tartalmaz-
hat 12— -nél tobb elemii részhalmazt, Ez CQ —-ra nézve azt

jelenti viszont, hogy nem tartalmazhat 31 -nél kevesebb elemi

részhalmazt. Osszefoglalva: ha L,‘r;l' extremélis, akkor csupa%
elemii részhalmazbél Allhat. Az ilyen rendszerek koziil természe-
tesen az az extremalis, amely tartalmazza az 6sszes j% elemii
halmazt. Ezek széma (fié) , tehat (3.1)-et paros 1 eseve-
re igazoltuk., Sét, azt is lathattuk, hogy az egyetlen extremalis

rendszer 3;22 .
2

Paratlan 17 esetére a fenti gondolatmenetbsl (3.4) alkal-

mazéséval csak az jon ki, hogy az extremélis rendszer csupa Pij
és "—”—-)'__"1 elemii halmazokbél allhat., Ha &ﬁ’ egy ilyen tulaj=-

donségu rendszer, (3.5) alkalmazasaval azt nyerjiik, hogy mindig

van egy olyan rendszer is, amely csupa ”';_’1 elemii halmazbol
411 mér, de legaldbb annyi részhalmazbél 411, mint 6. Ezzel eb-
ben az esetben is igazoltuk (3.1)-et, azonban nem hataroztuk meg

az extremalis rendszereket,

Az extremalis rendszerek - mint sejthetd - J'f_E,L es
Y7 . 2
J P_Qit_/]_ - Bz ugy lenne bizonyithaté, ha kimutatnénk, hogy

. | i
(3.5)-ben is csak akkor lehetne egyenldéség, ha |+ 1'5'0
2

8%
vagy lbﬁznﬂ | —\h,j,,) y tehat a lemmat kellene élesiteni ily-
noédon a ’L“ = "‘2"_1 esetre. Ezt a lényegében egyszerii, de fa-

radsédgos diszkussziét itt elhagyjuk, mivel a 7.§-ban kimondott

7+1l. tételnek egyszerii speciilis esete.



il
4.§. Lubell bizonyitasa 2|

Ez a paragrafus igen roévid lesz a Lubell-féle bizonyitas
egyszeriisége miatt,

Nevezziik teljes lancnak az m elemi X kiilonb6z6 részhal-
mazainak egy olyan 3/ ~rendszerét, amelynek elemei pAronként
tartalmazzak egymédst és pontosan M-+ ’ részhalmazt tartalmaz-

naks
’j/: {hl_c)T'i)"‘).Th} ) T;C_ECI.CCT;H H}q]:k

Vegyiink egy VQ‘:{AM.».,Am} < SP rendszert, A
lanc definiciéjabél kovetkezik, hogy egy lanc nem tartalmazhat
két kiilonbdzé halmazt \JQ -bél, hiszen ebb8l kdvetkezne
,"’4'\11 DAJ (4 #j)7 ellentmondéssal. Igy a kidvetkez8 egyenlStlenség
411 fenn:

(ad

(4.1) r

: ¢ 5@2 -t tartalmazdé teljes lancok széma) &

i=4 (6sszes teljes lancok széma).

A fenti mennyiségek azonban konnyen kiszamithaték., Az 55z—

szes léncok sz&ma ugyanis 1! .y az (,44‘_ -t tartalmazé lan-
¢ok szama viszont !A,cl’ {'rj-—lAA"_D! o Beirva (4.1)-be:
m

(4.1°) Z ;A,L“‘[h-—’\ALl)! <l ;

4=

vagy
m§ /]

(’4-.2) T e ’S 4 ,)
«=4 (IZL\)



\ e
‘) < ( ]) alkalmazéasival kovetkezik

s 44
)
azaz (3.1).

(4.2)-b61 kiolvashatd a Sperner-tételnél egy kicsit alta-

lénosabb tétel is:

4,1, Tétel, Legyen X) egy ™M elemii véges halmaz, Jﬁz az

—— — — — ——— - —
— ——

6 részhalmazainak egy olyan rendszere, hogy .ﬁ? e SP , akkor

m
—
(4.2)° Z_ ¢, = /I_,
A=0U
ahol C, = lé%il,

~

et
=S

S,

5.8« Egy Erdds-tétel bizonyitésa Lubell médszerevel

“

Egy igen természetes &ltalénositéasa a Sperner-rendszerek
fogalmdnak a legfeljebb $1 hosszusagu léndot tartalmazé rend-
szerek fogalma. A tovdbbiakban tehat kﬁl'e :SF%A -val

EE b < 77+~4) fogjuk jeldlni azt, hogy az bézﬁ{/q4,}b)m.);%M
rendszer rendelkezik azzal a tulajdonséggal, hogy nincs benne

h A kiilénbsz8 ,414" .1/\ halmaz, melyre tel-

i

i
5.1, Tétel, Ha X egy ¥ elemii véges halmaz, dﬁg az &

— —— —— o — — -
—— T T S — T . S

jesiilne Pon P W

kiilonb6z6 részhalmazainak egy olyan rendszere; hogy éi?é}\SFi
akkor



VL) | :
(5.1) '\\J’Q\)l < X1n+ X1ﬂ+ g a =) x%,

% " e} M 5 y
L I P A R T B DAY ¥ ) (0€<n)

binomié&lis egyiitthatékat jelentik nagysag

S2erinti rendezésben.

Biionzités, Legyen \CZ- s {A“ Az P 5y Am} . Vegyiink
—

— o e e ———— — ——
—— . - i S e B st

(312974 j tetsz8leges lancot. . nem tartalmazhat A,,, /42,,..,/\,,1
-ek kozil -wa/’ ~et, mert ekkor - feltevésiinkkel ellentétben
- L,CQ’ -ban volna hh+ 1 hosszusagu léanc. Ekkor fenndll

a kdvetkezd egyenlétlenség
™M

k4
il A,( -t tartalmazoé teljes léncok szama)<

(5.2) o)
i—‘g(asszes teljes léncok széama).

Azaz, beirva a zaréjelekben szerepld mennyiségek értékeit:

m

2 A (e (A < md

vagy
Sl 7
(5.3) Z (n e

; "
Indexeljiik az /—\ ¥ halmazokat (\I A \) nagysaga szerint,
"

tehat legyén

g 2 ()

%4

- >(a.)



Mivel Ai—K kiilonbozsk, igy a Qr elemii halmazokbél legfeljebb
;ﬂ) van, igy fenn&llnak a kdvetkezs egyenldtlenségek:
v
' & "
\) < 4 g L 4 4 y
\aAA-l)‘ e o HEH Sy
(5.4)
[N -
\ \ ha . v ".'h . " s ’
AU X& Xy ot Xy 4 S4<x i, Xy R

(4¢i€m, 14k <nei)

Alkalmazzuk (5.3)-ban az (5.4) egyenl&tlenségeket,

J /W<?ﬁ _ ] T A e s
T e T WZ e

s \IAJ) 1<4

IN

'Z )( %.. +X£ <48
4
) X, b
h-1 i

e

) e T ol
> ) ' +Z + X
. L X& 2_
AL A< X, f2=2. X+, +x£ L Xk A X! 4444m
<X, “.4-)(4_
5 W g o VY
e oAy Mm=(xlt A x0)
n
4

Innen pedig egyszerii atrendezéssel kapjuk (5.1)-et.
Megjegyzés. A fenti tételt Erdds Pal bizonyitotta 23] -ban.
Az ott szerepld bizonyitas az eredeti Sperner-féle bizonyitéé

technikajaval késziilt, ez a bizonvitéds Lubell médszerének moé6do=
sitésa s itt szerepel eld6szor.
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6.8+ A Sperner-tétel egy élesitése

Erdés ; 3: egy szamelméleti probléma megoldasinal sikerrel
alkalmazta a Sperne:—tételt. Azonban a probléma t6bb dimenziés
dltaldnositésdhoz mar nem volt elegendd a Sperner-tétel eredeti
formédjanak hasznédlata. Ez a probléma vezetett igy el a tétel
kévetkezd élesitéséhez, amelyet D. Kleitman rﬂ és - téle tiigget-

leniil - a szerzé [5| vettek észre.

6.1, _Tétel. Legyenek "'\1) XJ. diszjunkt, m, illetve m,
elemii halmazok (MN=1,1n,, Ny zn, ) . Ha
‘CQ:I\AMFM)«-;Am} az X»=X1UX,_ részhal-

mazainak egy olyan'rendszere, melyben nincs ket kiilsnbszd A ”

és A}- (t¢+4) , melyre teljesiilne

TR AXe ANX, ¢ A,L-n)(lDAJﬂXJ,
vagy

(6.17) AL NXPANX, ¢s A NX, =A;N Xy,

akkor

=

(6.2) P ([”])

b



o

Megjegyzéseke

le Ha 1n,=0 , akkor a fenti tétel éppen a Sperner-
tetelt adja visssa. Valoban, ekkor A ﬂX A QX
¢s igy A NX=A; és Aﬂ)( A
wiatt a (6.17) feltétel éeppen A O A =t adaa.

2. Ba. ;>0 m, >0 , €2 a tétel valdban egy éle-

sitéese a Sperner-tételnek, hiszen e tétel treltételei gyengébbek,
az allitas azonban ugyanaz. Hozz& kell tenni azonban, hogy az
extremédlis rendszer egyértelmiisége mar nem 4il fenn, mert fff_l
-en kiviil mas extremalis rendszer is van, mint azt o kovetkezd

példa mutatjae.

Legyen N péaros es n,=4, n,=n-—4 , tovabba
alijon 4 X,, 6sszes ) —1 elemii részhalmazaibél, &s
azokbol a halmazoxbol, amelyeknek X, resze, de X, -be esd
résziik i elemii, Konnyen i&thato, hogy |JQ}'=

"_;})T (h§4); (E) és a (6.1), (6.1’) feltéetelek

egyike sem allhat renn,

Bizonyitas, Legyen BCX egy tetszlleges halmaz, Te-
kintsik azon A, (1¢4<m)  halwazokat, melyekre A NX,=B

és vegyiik ezeknek Xi-be esd részét. Az igy nyert halmazok
rendszerét jeldljiik ﬂ— (B) -vel:

-{C:C=A-B, Aieh, ANX-B}
Legyen tovéabba o{ ‘{B“BJ) Bh} egy }1 hosszusagu

lanc Xl -ben, Ekkor az U C/z*( ) rendszer nem

tartalmazhat egy A+ 4 hosszusagu léncot. Ha ugyanis lenne



-]l

egy ilyen C,, (o Clc T C%+4 tanc, a skatulya-elv sze-
rint valamely Bi-re (;  (, e\4*(8,¢) teljesiilne,
vagyis B_‘- U C;} -re és Bi. U C& -ra fennallna (6.1),

felteveslinkkel ellentétben, _
R
Hogy hat4sosan ki tudjuk hasznalni az U A (B;)
d=4
tipusu rendszerekre Erdés tételét (5.1. Tétel), bebizonyitunk
egy lemmét, amely biztositja sok, elég hosszu lénc létezését ){2-
—ben.

6.l Lemma, Legyenek f)“ Dz} ciny Dzﬂ egy 711 elemii

— ——— ——— — ——
T ———— - ———— ——

halmaz Osszes részhalmazai valamilyen sorrendben. Jeldljiik [_,'_,
-nel azt a grafot, amelynek csucspontjai Dq) Dz; iy Dz”

és két csucspontja, D,(- és DJ akkor és csak akkor van Ossze-

kétve egy iranyitott éllel ( [ -t61 D; -fe1¢), na [ D;
és "D}§=ID{|+4 . Ekkor r'n ~ban létezik (@1)
pont-diszjunkt irdnyitott ut, melyek k&ziil egy 144 41 hosszu-
ségu és (Dj%i) i Q‘H_ ,n) darab 41  hosszusigu

(A= il T Lk ARSI {i > 0) y (8gy ut hosszuséiga alatt
értjik a csucspontok szamdt), vagy masképpen fogalmazva, melyben
a legaldbb /1 hosszusagu (=4, Ay oA )

utak szama (&1%1.&]) :

A _lemma bizonyitésa, Ha m=A =, akkor az &llitas trivié-

— S —— — ——— — — o mno lon,  — ——
o S e G T —— - - ———t— ————

lis. Legyen most >4 és bizonyitsuk az 4llitast 11 -re
vonatkoz6 teljes indukciéval. Tegyiik fel tehat, hogy TH -ben
g R h
léteznek a lemma feltételeit kielégitd 5(/4 ; sz e I(ﬂ)
[7]
utak, Konnyen lathaté, hogy ‘%”h minden csucspontja pontosaen
egy ut altal van tartalmazva, mivel az utak hosszénak Gsszege
n N

éppen . . ., Vegyiikk most a | ,,, grafot. Az els6 ' elem
dltal meghatarozott részhalmazok kifeszitik ‘\ﬁm -et, igy fel-



ShE.

y N p N g
tehetjik, hogy az dt|}<il je oy ézkﬁﬂ utak mar ki van-
nak jeltlve |n.f -ben is. Ezeket az utakat folytessuk a kiveb

kezd kétféle modon:
e , : Ll 2
l. Tekintsiik ;ii végpont jat (,1$A_$(m1/) , tehdt azt

\Z
a pontot, amely a legnagyobb halmaznak felel meg-cf{ pont jai

kozlile Vegyiik hozzé ehhez a legnagyobb halmazhoz az uj, M+1-

~edik elemet, és az igy kapott uj halmazzal hosszabbitsuk meg
n+4

PN ;
= -t. Jeldljik az igy nyert utat dgi -vel., Nyilvan-
5 p h+d < . 3 n+4

valdan ok -k ismét diszjunktak, és dﬂ hossza

eggyel nagyobb o,  hosszénal (€<
{2

2, Hagyjuk el ci;h ~-bdl a végpontjat (azaz a legnagyobb
halmaznak megfelels c¢sucspontot), ha {jih hossza nagyobb, mint 4,
A meguaradt csucSpontoknak megfeleld halmazok mindegyikéhez ve-
gylik hozz& az i+ 4 ~edik elemet. Ezen uj halmazoknak neg-
feleld csucspontok ismét egy iranyitott utat alkotnak, Igy Jju=
tottunk az 5&3\ e &ﬁyh4 utakhoz,

m—fl)*’[ S (9]

b i fl(@‘?l ) utak valoban diszjunktak lesznek,
wmert mig az elsé esetben a végpontoknak megfeleld halmazokat bd—
vitettik az uj elemmel, addig a méasodik esetben az Gsszes t&bbi
pontnak megfeleld halmazt. Konnyen lathaté az is, hogy pontosan
€8sy n+1 hosszuségu van az uj utak kozott, és altaldban

a * (91=|nlrp—2}...) Qt>(3) hosszusagu utak szama



=14

( (o) () + (i) — (T )

el

lesz, hiszen {1 hosszuségu utakat az elsd esetben a | ,, —beli
fn oy hosszu utakbél, a masodik esetben a ‘lw + hosszu
vtakbél kaptunk., Ezzel igazoltuk lemménkat.,

Térjilink most‘vissza a tétel bizonyitdsdra. A lemma &ltal
biztositott irdnyitott utaknak megfeleld lancokat )./2 ~-ben je-

181jik ismeét ‘;fm cuey i(:‘\i) -vel:
= ~f e 1l SRR g »‘;‘“2\’1"] . Kénnyen lathaté az
™
Y = Z IQQ (B), 2 egyenldség is,
B X, :

Ezekb61l kovetkezik

(6.3) - m= B(f l ‘Q l ’rZ IC?*(B)I

{
B €7 n,
([_;

Itt 5460[‘ és 8 6of (V‘frﬁ? )esetén Q (B,,)ﬂ Q )

mert ellenkezd esetben volna egy C e (B)N dﬁz—*( B.)

halmaz é¢s a (U 51 : CU Bj_ halmazok kielégitenék a
(6.1) feltételt, feltevésiinkkel ellentétben. Igy a (6.3) egyenls-
séget atirhatjuk az

(6.4) mm—{é;'fﬁ**(B)[-t L+ lu A(B)

Be of

A'nl.\
finggls
‘[1 /
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alakba, ahol az egyes tagok becsiilheték mar a 6.1. tétel segit-
segével,a lemma el8tt elmondottak alapjén:

H
(6.5) Ib Jf} bllis AL T
A
A 6.,1. lemmdb6l tudjuk, hogy azon of: -k széama, melyekre
Yy P
Litl.> h » pontosan Qﬁ TjLEJ) o Tehdt (6.4)-bsl
:
és (6.5)-bs1
n+A4
i— ’)’]1 ny
Gl A Plé.;’f "L:El] Rp -
h=4 2
M
Felhasznédlva, hogy x£%:=q¢r+;‘*l) » némi diszkussziéval
kovetkezik “
il ny
— N, My Ny+ h
¥ 2 Z( 1+4 é])(hﬁd h]) (4' )(lﬁ'mﬂ”"):( h:ﬁﬂ:)
;1’1 > (=0 2 Ihmé '

azaz a teételt bebizonyitottuk,.

7.5, Sperner lemmijanak élesitése [é]

E paragrafusban a 3.l. lemmiban szerepld |§(L£%ﬂ szém pontos
alsé korlatjat fogjuk ﬁeghatérozni.

A tovabbiakban sziikségiink lesz a kidvetkezs egyszeri lem-
maras

2 ls Lemma, Ha ™ és K természetes szémok, (71 -et egy~

-—-———-—n”—---
—— s e S SR e e S g

értelmiien irhatjuk fel a kovetkezd alakban:



;‘42.1} ies (a& (fﬂ,@) (aﬁ ((m, b)) - ﬁ+(a“m' o(m )

ahol T(m, k)2 / Ay >y 35, % At (m, 1)
)
természetes szamok és d;umy k) > 4 (<= t(m k) tim, b, k),

Bizonyitas, A (ﬂ.l) eldallitas létezesét f -ra vonatkozd

——— —»-—-——-
o —— — L e e m

teljes indukciéval bizonyitjuke %=1 -re az 41lités trivia-
lis, Tegyiik fel, hogy valamilyen k-4 -re (k> 1) wmar
teljesiil, és bizonyitsuk be {Q -ra. Legyen d,; a legna=-
gyobb olyan egész szém, melyre (Z&) £ m teljesiil, Ha itt
egyenldségjel 411, mar készen is vagyunk., Ha nem, hasznédlhatjuk
az indukciés hipotézist 2% .——( Zi) -ra

;\‘2 ) m (ﬂz_&4+ +({)7
ool UTEAY wmpips. s (i=t tea,... k-1)
{%(2_.2) mar ad is |1 -re egy (:{2.1) tipusu kifejtést, csupan azt

kell még igazolnunk, hogy i, > Ay, 68  a, >k . Ha

ci& < Apoy lenne, akkor

> (8> (W) - (4

4llna fenn, ellentmondésban dy meghatarozésiaval. Masrészt (tlﬂaﬁ

kdvetkezik g > cly_, -b8l é8 cp ;> k-1 -b81.
Aig‘(z.l) elddllités egyértelmiiségét szintém & -ra vonat—

kozé teljes indukciéval lehet bizonyitani. hL=4 -re az &al-

lités trividlis, tegyiik fel, hogy valamilyen fi? — /4 -re



;.

is igaz és igazoljuk ~ﬁ -ra, mégpedig indirekt uton; tegyiik
fel, hogy két kiilonbozdé elddllités is van:

(42.3) m=(4)+ (% 4) /cu-) a,;) Cij_ ra

{ o = P b = il b k-1 r

¥j2 L (ﬁ k- (f (k _F(E—4)+ '+\'“)

Két esetet kiilonboztessiink meg. Ha a&=-aé , Mar nw-(zf)_

-ra ad {2.3) két kiilonbszd elsallitést, ami az indukcibés felté-
tel miatt lehetetlen. Ha «y < a; , akkor az ellentmondast a

kovetkezdképpen nyerjiiks
: g\ . =] ket A ¢
m & (“k Ay A, +)_”U4) 4)
<a)*( k-4)+"'+< 7 SR g 1<(° fa .
i \
[Qg e Clis
2[R a
Lol )

Ezzel a lemmdt igazoltuk,
Al2.1. Lemma alapjén bevezethetjiik a kdvetkezd jeloléseket:

’Ek(m): (uk(m k)~ ) {04 (m, (a)_.-) g (a.twi‘@l(:;‘f)/‘_ 4)

és

Feen= (5% (e ()

ahol a szerepld kifejezésekéﬁz.l)-ben vannak def8niélva,

Ezen elokészités alapjén kimondhatjuk a tételt,



i_élg__gygé. Legyenek n, és k  adott egészek, melyekre
teljesiil
M= A 1< k< n és ',1<m,‘(’h)
' ke

Ha X egy m elemii halmaz és

T T R [ SO W [0 g S

X részhalmazainak egy rendszere, akkor

orin | c(E)|= Fom),

ahol a minimum az 0sszes olyan tﬁq -kra vétetik, amelyek a fenti

feltételeket kielégitik.

Megjegyzés. Az eredmény erdekessége, hogy a minimum nem
figg 1M -t61, szemben a (3.2)-ben Szerepld alsd koriéttal,- /
A bizonyités elétt kimondunk egy masik tételt., E téetel Snma-
géban is érdekes, de itt azert van ra szukség, mert a két tételt
egyszerre fogjuk teljes indukciodval bizonyitani,.
\z,_g,__g‘é_‘gg;_g Legyenek n,m és & adott, a kbvetkezd

tulajdonsagokkal rendelkezd egész sSzamok:
‘ m a M
':4,24, /Ié;ké'n, (ﬁ)é'rﬂél(&);
vV

Legyen tovabba X és / két kiilonb6zé, diszjunkt n eremis

halmaz. Ha

ﬁz{An'-;Am}

~

€gy olyan halmazrendszer, melyre
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és

akkor
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1. Konstrudljuk weg eldészér egy J’q’ rendszert, melyre a
A2.1. Tételben |c(F)|  felveszi a winimumat.
Egy tetszdleges Ae X halmazhoz rendelhetiink egy 0U-1
sorozatot, amelynek 4 -edik eleme / vagy () aszerint,
hogy X, € A vagy X ¢A « Rendezzikk most X resz-
halmazait a hozzdjuk rendelt sorozatok lexikografikus sorrendje

szerint, Mas szoval

A< B,

ha valamilyen } -re (4% M)  fennall, hogy A< i< }
eseten x; vagy eleme A -nak 1s es B -nek is, vagy pedig
egyikuknek sem, tovébba xg'd; A B és X; ¢B.

8
> - BV

A keresett rendszer 3; “—nak a Fenti rendezés’ szerinti 7
elsd "™ részhalmazabdl &ll.

Jelsljik ezt a rendszert N (r m k) -val, ¥ -ra
vonatkozé teljes indukcidval bizonyitjuk most, hogy



20,

\c (AMoim B)| = F, .

k=A -re az 4llités trivialis. Bizonyitsuk, hogy R > 1-
-re is teljesul, ha feltessziik, hogy -1 -re mar igaz,.

Legyen A az /‘{(n,m, k) halmaz utolsé eleme, és
Ap legyen az /—\ halmaz elsd eleme (azaz ;. € A 5 de
x¢A (Aci<r) ). M (n,m, k) -nak - definicidja
miatt - minden olyan B halmaz eleme lesz, melyre }BJ'-'—' k
¢ x;¢B (f4i4r) . Ezek szama (”’%*”) « Ugyan~-
akkor u’q/[(ﬂ,m, h) ~ban nincs olyan halmaz, melynek
S8 PSP eleme volna. Igy
o e B M-+ 1
h7.4) L 4 émé( A )

teljesiil, Ha a jobboldalon egyenléség all, akkor V"M(n, m, iz)
az Xry Xr4q ) oo o) Xn elemekbdl alkothatd ssszes K elemii

halmazokbél 4ll. Ekkor valéban

W Y =44 i
IC(“' [(”' ks "‘))I‘:( 34 ): f‘ﬁ ().
Feltehetjiikk tehat, hogy {JZ‘.#) a jobboldalon szigoru egyenlétlen-
Ség 411, Ekkor azonmban ({2.4)-b61 kévetkezik 7)—i - g L (m &),

Igy UA{ (N, m, f() két részre oszthatés az egyik részben
?.
(jels1jiik M—nel) (ak('E’ ‘k)) halmaz van, azok, melyek-

nek X, nem eleme, a masik részben (jelsljik p ~vel) pedig

azok a halmazok vannak, amelyeknek Xr eleme, Utdébbiak szama



g Lo

; ai’i(? | k))“" (uflf; 7 [L)) ik (“i‘ﬁﬁ{l”f)}c

A
¢/ V((”.m, @elemeit is csoportosithatjuk aszerint, hogy x,
elemiik~e vagy sem., Az utébbi halmazok szama nyilvan (ak (m, éj)

Az eldbbiek széma viszont meg fog egyezni le ( P {X,-})l ~rel
(ahol E/l’?—{xr} azt « halmazrendszert Jjelenti, melyet

-bGl ugy kapunk, hogy elemeibsl egyenként kivonjuk {x’r}-et).
Itt viszont alkalmazhatjuk indukciés feltevésiinkets

e (#- {x:})] = Fﬁ_4( (a"'éim/; &));r = (anm W(m, b)))=

t(m, &)

A PV gy Om,
_ 2 : (m,fz (m.'
( R Tt ( t(m,)&%*/l )

Tehat

el Mtmm, )= (@™ B)s (e (R 1x.h] =, 0m)

valéban fennall.

1o

A fentiek alapjén kénnyii megadni egy olyan rendszert,
amelyre ajZ.2. Tételbeli lc(u’{})l felbeszi a minimuméat., All-

Jjon ez ugyanis az X -beli Gsszes k£ elenmi részhalmazbdél és

J/( (n, M- (2)/ k) -bél )/ ~ban,
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3s Az eldzb két pontban belattuk, hogy a|?.l. Tétel esetében

Tth»[C JQ)I f:;(rn

és al7.2, Tétel esetében

minl ¢ C)] < (24)+ B tm- (),

Igy elég igazolnunk, hogy

(2.5) e (A)1> Fpym),
illetve
{2.6) | ¢ 4)”(& 1)+ Fa (m- (%)

(KT.B)-&t és QZ.G)-ot egyszerre fogjuk bizonyitani & -ra vonat-
koz6 teljes imdukeiéval. f=4 -re allit4saink isuét triviae
ltsak, tegylik fel tehat, hogy valamilyen / -nal kisebb értékekre
mér igazak, és bizényitsux 5 -ra,.

4. LegelCszdr egy egyenlotlenséget igazolunk:

i32.7) F%(rn) F@ (w”)+—fé . (M),
ha ™M= myt+m, , ™y 2 8, ) VhJEZCJ

%{?.8)

egész szamok és



;r:i,§?_9) ™m, % Ek (m),

A [7.7) egyenlotlenséget rogzitett R mellett minden ({7.8)-at
és {Z.9)-et kielegits m, rn, és m, esetére fogjuk igazolni,
felhasznéliva a #p—1 -re vonatkozoé indukciés hipotezist. Az

egyszeruség kedveért a kidvetkezd jeldléseket vezetjuk be a bi-

zonyitéashoz:
t=t(m, k) a;=a;(m, k) (t<« <&)
r=t(m, k) b, = a;im, &) (ré4<4)

3=t (my, k1) Ci=Gmy k—1)  (Aei<chq)
42.8)-b61 es12.9)-bo1 kovetkezik
| , . s g A = Cly—1
a0 s Egm) = (4 e (96 1),
ami maga utédn vonja a
42.11) by > a,— 4
egyenlétlenséget, hiszen ellenkezd esetben

Ay —1 Agp— 3\ . Cgp— (&+1 A y—

< (g (U)o e (O () (@)

teljesiilne - :g?.lo)—zel ellentmondisban. Masrészt ((’2.8) miatt

{“\2'12) Ap > bk .
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(42.11) ¢s ({7.12) alapjén ket esetet kilsnbsztethetunk meg:

(a) bp=ay s (b) bp=cp—1,
(a) Ebben az esetben ({7.7) a kovetkez8 alaku:
ARy iy 4 bﬁ
(&--4)*( b 2) '+( )+< -2)+ r” " *l—& i &
Mindket oldalbél kivonva (2&4 T

K230 Fy = (48 < Fuytmi (8 4 Fa )

Legyen Y, es Y, ket diszjunkt, D ,+4 - illetve

C-b— P A
elemi halmaz, Konstrudljuk meg Y4 -en az

\ 42

\,A/( b& 4+/I my — f‘j&) ‘b,_//) és ){1 -0n az
u% [ Cq. 1-,-4 mj_) 4) rendszereket, Igy )/,U YJ. -8n nyer—

tink egy J' rendszert, amelyre az indukcids hipotézis alapjan
(3. pont (4205)) felirhaté

{32.14) Fai (m— (iﬁ)) <|c (JV)I""
=l (MUbast, mi=(G8), kP | c( Myt mg, -1

Azonban mar tudjuk (1. pont @'z.u)), hogy

6?-15) IC (‘//V{( b{zq*/l: h/)f*—(c,zb)) k- 1))}‘; F&__,{ (m

—(%)

és

@2-15) ‘C(v/vl (-C&-f.'_/fl P 4 'h'/’))i 2 F)’z_,f (my).
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Végiil a;iz.lz) kivetkezik ({2.14), {€2.15) ¢s ({2.16)-bo1.,

(5) bhtzdﬁ-'4 ‘ o Két alesetet is kiilonbdztessiink
® ¥ > CI‘!—’I ) Clk"""’
meg: (ba) m,- ('ﬁ_ﬂ4) , (bb)  9m, < ( B gl

(ba) Ez esetben (7.7) a kovetkezd alakot veszi fel:

b (e (28 € )+ G (e

"Ci () ()

mivel ¢,  =az—4 \tQ 9) és a (ba) feltevés miatt. Von-
. . . , . [CI& ak_/’ £ PR T
Jjunk ki mindkét oldalbdl \£2- 4) ( ) ( »2 ots

/ a —A4 =
Q2.17) Fom= (< Py oma— (43 )+ Fa_y (ma—( 4 ~1)),
A717) igazséga kbvetkezik az indukeiés hipotézisb8l, ha
’C('é — 41 s

.;’ | iz L z3 4 4
X2.18) Pipse L] o) & /ﬁ—f/('""\(‘;’z))

fennall. Azonban {29) miat

ff-ffjj)Jr’Cﬁ*ﬁ)Jr...+(f§)é [Ae—1), o

: \ 42 \ &-4/* *.
{2.19) = ’“ 2)
k 4 (it‘.—*’f

()
I 5 ; . {'Clé—/f
indkét o0ldalbol kivonva \ £ y -ets



(Ca-2) Ca) (Ap_4— ) ‘a
(%22 - L[
Q_(Z.zo) b e R Lty ek (O

és ;’?(2.20) ekvivalens ﬁ?.la)—-al.
(bb) Ez esetben ‘-'-82.7) a kovetkezd alaku:
/ Qg

, e i ) (dp—A1) b / \
4 L4)+\ fzh24/+ *f\f‘t/f) < \ & i <k» 2)+ +\FDF4)+ F—&_{(mz)'

§ 3
Kivonva mindkét oldalbdl ( E‘_j) -ets

: ap—=A1 dp\ , L
ten () Py ()< g tmim (4704 )

Legyen X,, és Y,, két diszjunkt, a&*/l elemi halmaz. Kon=-
strudljuk meg az ﬂ(aé A, i, — (a 4) f— J)
rendszert X, -en, Ez megtehetd, ha = (Ap— ’/)é (d ——4)

De ez kovetkezik ety —A = bb >b&_4 -b61, hiszen

L U'—*/l /b /b
)— &4) "'+(rr)'

Konstrudljuk meg tovabba az L,"A/( (dﬁ—’/, my b — 4)

rendszert )g_ -n. Ennek lehetdségét a (bb) feltevés biztositja.
Igy van egy N rendszeriink X,U Y,, -~en, Alkalmazzuk réd az
indukciés feltevést (3. pont iﬁz.e))-

(-ai:‘ljf)_k Fa-q (m-((';f)) = )-C (VM (ag—A, m;— (Clk{;u &-«4))'1‘

47.22) |
\ +\C(L/‘/((ag—4, My &-’4))'.
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Azonban tudjuk (1. pont 47.4)), hogy

A2.23) | (M (ap—A4, m— a,z-—»f) k=)= Fy_, (m faé 4))

és
dz.28y e Mlag—1, s, k=1)]=F,_, (m2),

végiil ({2.21) kovetkezik aﬁz.aa) {42 23) ¢és {2.24) egyenl6tlen=
ségekbdl, Tehét a;'{? 7) egyenlotlenséget minden esetben bizonyi-
tottuk K -ra.

2+ Definidljuk (l &* -ot a kodvetkezbképpen:

| dap ha = (fék)
Ay = ay”(m)=

dp+4  kiildonben

Afﬁ}i?.‘?) egyenl8tlenségre nekiink az

£ 1 Y - &
?}?.25) m, & G,*

feltétel mellett lesz sziikségiink (42.9) helyett. Ezért most be
kell bizonyitanunk az

if_z.as) s =k )

egyenldétlénségeket,

d? 26)-ot is k -ra vonatkozdé teljes indu.kciéval igazol=-
juk, azonban hangsulyozni szeretnénk, hogy v(?.26) b:.zonyltasa



figgetlen az eredeti két tétel bizonyitasatél, Ha Ah=4 , az

4llités trividlis. Tegylik fel, hogy A > A1 és bizonyitsuk
{2 =-ra, feltéve, hogy 4 — -re mar igaz.
=(dx o Bt —(Ap—4)
Ha (k) y akkor «, =, és F‘&(m) 5 5

igy e52,26) egyenléseggel teljesiiL. Feltehetjiik tehat, hogy

Cp” = ap+ 1 . Természetesen

(e % g Qp —1
(A2-27) ap+1 ( é) e ({g_//)

és az indukciés hipotézis alapjén
Az.28) 2= |( §40)s 4 (%)) (- (G
k-2 r—4

713— k-4 y Osszeadva {7.27)-et ésyky.as)at,
ds+1 ag-_pt1 \ .

42.26)-hoz jutunk. Ellenkezd esetben

Ha

[N

A2.29) e ~> £-1
\, ag+1 Ay

teljesiil, mert « > ap_,+ 1 . Tekintsiik a kévetkezd azo-

nossagot:
(ak)( 2 k- 4)_(% /I)_ a&
R— A7 \cip+1 ot k—1 ah+4 )
A zaréjelben 4116 kifejezés {2.29) miatt pozitiv, igy felirhaté

(GG (@ ok — 51« () =



_29—

mivel ap> CQp-4 o Irjuk 2=1  _et  4h-4  nelyett,
a4t ak

és rendezziik &t az egyenlétlenséget:

s LB+ Gk < (s 2wk (]

Véeiil ebb8l az egyenlétlenségbdl {42.28) alkalmazasaval {»(2.26).-01:

kapjuk.

8e Bizonyitsuk most a {Z.5) 4llitast -k esetére 71 -re

vonatkoz6 teljes indukcibéval. Ha 5= & \42.5) trlvial..l.s.
cs he hegy barmetj |Xj<.n hu!mazr ‘l_zljfjut . SJ
Tegyiik fel, hogy ™t > I és bizonyitsuk Y, -re, X -nek

m- k

Van legalabb egy olyan e eleme, melyet legfeljebb T

darab Ai tartalmaz., Definidljuk a kévetkez8 rendszereket:

B{A:Acl, c¢A)

Coed Adel: AEd o A}.,
ahol
((2.30) = |C |« Mk Y;’;m}- :
Ternészetesen c(B)c ¢ (A) és
c(Chwfe}e c(A).
(A1taléban 4 (U){a] a {Dufa}: DeD]

rendszert jeldli.) Mivel c(g) és r(f) diszjunktak,

fzs0 e (HI=[c@B)]+ k(@)
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Azonban a @ rendszer X—{C} részhalmazaibél all, igy fel-

hasznalhatjuk az indukciés hipotézist -4 -re:
G52 1eB)l> Fim-m,)

Tovabba, alkalmazzuk az indukciés hipotézist k-1 -re:
£2.33) e (C)l=Fy_, ().

"::{?-31)%51. A2.32)-p81 é'Si£t2.35)-b61 kévetkezik
g-'('Z.34) F{(m—ml)-;- F&_i(‘mz)é \c.(éi)]

Felhaszndlva az 5. pont eredményét is, aﬂ? 5) egyenldtlenség
kdvetkezik 42.34)-‘001 és | (2.7)-1)51 K? 30) figyelembevételével,

x(? 7)-et mar hasznalhatjuk K -ra is, hiszen mér erre is igazol-

tuk.

7s Bizonyitsuk most (ﬂ‘Z.G)-ot ke esetére 1 -re vonatkozé
teljes indukciéval. Ha “‘n:ﬁq y 8z allitas trivialis. Tegyiik
fel hat, hogy valamilyen < esetén mar barme Ly ]XI‘I Yl‘fh
halmazokra igaz, s igazoljuk M -re. A bizonyitéds nagyon na=-
sonld az eldzd ponthoz,

Legyen lﬂ 4 és Jf% 7 & kovetkezdképpen meghatarozvas
={Af A fl‘ftl, AC)(}
fqi‘—‘{A:/—\éﬂ, ACY}

Legyen \.FQ ‘.i =V és |-é3.2. } = 7 y ekkor létezik keét

i
elen ee-X és &,GY ugy, hogy ¢ =t legfeljebd Cﬁl@,

€s f-et  legfeljebb
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ﬁ&? halmaz tartalmazza., Definidljuk a koévetkezlé rendsze-
reket:
B={A. Ac® céA, ¢ Al
do‘l: {_A‘{E}:Aéuﬁi)e('fq },
&, ( § Al 0
ComtA-{l}: Asd,, ¥6/-\};
ahol
Az-35) =0, [ C—-,;,%
és
(t2.36) Pl e ik,
Természetesea
¢ (C)w){elc ¢ (A)
és

¢ (G e,
Mivel tovabbad ¢ (B), C(@g)(, U){e} es C'(Cl)(’~u){ f?ﬁ

diszjunkt rendszerek, fennédll a kdvetkezl egyenldtlenség:

d2.37) IC(ﬁ)]z'lc(B)l-Jr]C(;(f«)l—r]f.(fCz)l=lﬁ(9)]f\c(:C1UCz)f.
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( 1 G g A
Azonban D rendszer az XUY={el- {4}
halmaz részhalmazaibél 411, alkalmazhatjuk az indukciés felte=-
vést n-— A4 -re ( ' mellett):

(Az.38) B> (R7)) + Falm-r -2 (1)

Tovébba, hasznaljuk a %-1 -re vonatkozé indukcidés fel-

teveést is-
A [e(CaUEME (1) + Ry (e 4= (B21))
A2.39) c(CaU =05 Y+ By lmet 4= (B 0

£7.37)-v51, {2.38)-b61 és/{7.39)-b61 kévetkezik, hogy

4 el Buom=n- =g B on -Gl
<l (A,

Most szeretnénk felhasznalni a.ﬁ? 7) egyenl8tlenséget, ami a
{2 25) feltétel mellett érvényes (5. pont). E célbdl nekiink csak
anuyit kell igazolni, hogy

N (N~ I_m N = ™ \k ‘r\"+’§ (% ,[ﬂ
oot —(R14) o TR
ag (m=-(p))

Az.41
i@? )

Azonban



Lo S m”Q

i_ffz.ua) Y+ A _\ﬁ 4>

)
kozvetlen folyoménya (2.35)-113}1 és 4‘2.36) -nak, Mivel m él(k)
a 2, Tételben szerep16 feltétel, ci{q (m —(h))é n
teljesil és igy 3_(2.42) Q{?.#l)-hez vezet. Tehét ;i;(?.‘?) alkalmaz-

hatdé erre az esetre:
472.43) Fr(m— (R) & Fgm-1y -1, —-g D)+ Fy iy +5,— (%- 3);

Végiil %:{?.40) és %\{?.43) a kivént egyenlétlenséget adja, s ezzel az
egész bizonyitésxvégetért.

Megjegyzés. A tételt k=3 esetére Hajnal Andras bizo-
nyitotta (publikalatlan).

§§.§, Egy Erdés-~probléma megoldésa [6]

Legyen X egy ™ elemii halmaz és St az X részhalma~

Zainak egy rendszere:

(,d'{[. :{Aﬂ Al)" : ,Am}*A{:X) 'Ail:& (/‘SASM)

Erdés Pal vetette fel a kdvetkezd kérdést. Milyen v szémokra
biztos, hogy tudunk konstruélni egy B  rendszert a kivetkezs
tulajdonsagokkal:

Bed Bl Bty B A Bl b T (A% i,
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A probléma megoldédséban a hizassag-problémat fogjuk hasznélni,
vilagos tehat, hogy ebbSl a szempontb6él fontos, hogy mikor &ll
fenn F,&(‘m) <M ) F& tm) = vagy t& (m) > m.
B kérdéssel forlalkozik a lemmék itt kdvetkezd sorozata.

13.1. Lemma. Ha & és X pozitiv egészek, akkor

- — g S S — o —
s e > . s e .

foa=(g_) - (G)

monoton ndveked$ fliggvény k es 25-73 kdzots, 2k-2-
-t61 kezdve azonban monoton c¢sékkend. 1{1(2 k-3) es f(lfq—Z)
értéke egyenld.

Bizonyitas. Ha (U4ca< b« , kénnyen lathaté, hogy
-t 9-)
) (’Lr) ) Lﬂ)’“(b)'z e e (o) =(¢)>0
aszerint, hogy da+b< x, atb=x, vagy a+b>X

Tekintsiik az Foxsd)-§ ax)'=(f;.(_2 ) -—(éf_ 4>
klilonbséget. Az el8bbi megjegyzést hasznélva
{+4) —£)<0,ha  28-2<x
e - fu)-Oa 2k-3-
veégiil
L+ 4) —{(x)>0,ha 2k-3 »>x.

A lemma bizonyitasa ezzel befejezddbit,
A kovetkezd két kis lemma az elézd egyszeri kovetkezménye:

] g_iggg_gggggg Ha 1’22 €S X pozitiv egészek, akkor

— " — — . S — ———
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45—1-1 be Lemma, Ha &k és x=2k pozitiv egészek, akkor

— e o e
o —— o o — — 2

Bizonyitas. ILegyenek (i és - a kiévetkez6 tulajdonsagu

S e o e s . e e s g
—— e ——— t— — o " ——

pozitiv egész szamok: %é - < Q=4 . Ekkor

(B0 @AE)=C)- £5]- @) 2zeat,

és hasonloéan

(g ©0)-@2-@A0- 251639 et

L_

Tovabba

A8.3) '(1-r2) -a+4 _ O.) 1oy i (a+2)( ‘-rﬂ

b+ 42 A, o (hes2Xa % 44) *
ahol
2>
és



o (§30)-C10)=2[8)- ()

kiovetkezik a 48.1), (8.2) és (8.3) formulakbol. Helyettesitsiink
_fiﬁ.4)-ben & helyére J4-7 -5t és Ur helyére (—A -et:

SR Sl e MG SO )

Bizonyitsuk most a lemmé4t |k -ra vonatkozé teljes induk-
ciéval.e. R=1 esetén az 4llitas trivialis, igazoljuk fo+/
-re, feltéve, hogy b -ra mar igaz., Felhasznalva az indukcios

hipotézist és (8.5)-6t a

oLy

egyenibtlenséghez jutunk, ami éppen a bizonyitandé volt.

183, _tenua, Ha 1<k es  2k-4< azim, k),

. —— e o o p—
——— . o .

akkor
(8.6) F (m) < m,

Bizonyités. Al8.1.b. lemma alapjén

— o s e, Ul S5 o o e
. T . e e S — e —
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{3{5.8)

=37

\.‘\;(g.?) /\(Jhi:vjkmﬂ)“(%(?k))é ('EARQO (Z{f).

Masrészt adg.l.a. lemma alapjén
a(m, k) il ) ¢ (24-2) 24-2) e
e )‘( i ‘*(4-‘4) i s

Osszegezeées utan a

Sl )- (v 3T - (202

Vd
egyeniétlenséghez jutunk., Alkalmazzuk most a{§.2. lemméat ESQ(§.5)-
ot:

1

2 [ (wr b e plo2)- )«

£
=4

: Wﬁ) - u)

Ad juk osszea,4§.7)-et és {@.s)-at; a kapott egyenlStlenség),

Rl )G [ O=C e

megegyeziki§§.6)-ta1.
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{184 Temna. Ba ¢k es  2k—{> ayim k),
akkor

43.9) Fﬁ(\m) > .

o e S s Yol e —
——— — —— —— ——

1f;{‘g.lo) a;(m k)¢ ag (m, k)= (k-4).
Ha a>{ =2 Ay (m, k) - q’ﬁ—ﬂ s akkor
aplm, k) — (B=d) < Ji—A es-:fﬁg.lu) miatt

a;(m, b-) &Ll

a1l tenn. Ebben az esetben nyiivénvaloan igaz

:\4?.11) (QL[U”’H fq)) Y (U»{‘ U‘MI L1)) > O
1 _’{ < / :
Ha 4<i< dp (m k)~ (k-1) g ak&or[‘:’@.lO) és a{g.l. Lemma

alapjén

(}3-12) ‘_/cl;('m!h))_ (am.fm@); (a&m, k) (- 1)) _ (”d&&m,{%)—w-g))

i L /' A /i g 4 // .L

teljesiil, Osszeadvaif'@.ll)—et és if§4/§'§.12)--t: a

Bl o o SOtk r . |
2:4“u,,i(l:ndh)/)__(cmz"hhm > {%4 [( C.ktm,i :’{ —())._..(ai’e(m;‘#);(&_;.m
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[ ayim k) —2k+1 Lag(mk)—2k+1)
‘-K Apim k)-R- A ) ( Cla(hu‘h)— b/ F 4

egyenlétlenséghez jutunk., Innen

, L (2ay(mik)=2h+4 (ahtvn, )= 2b+ 4
Fi(my = = g m k) - h—/l) g om k) -% )+' T
(Ag.13)
T\ &~4| ) ( k ))

ahol

Lay, (m, &)'—lﬁﬂ-‘!) H(zaham,&a) —2ar 1)2

( Qp(m, k) —k—1 (.l;,_(im,?l)-—" ko :
{;}tg.m)

5 (Gﬁ(m,&\ | )__ (ab&w“&}—4)
Qg (m, &) —k—1 Gp(m, k) =4/

a&%.l. Lemma alapjén.;&@.l#) jobboldalat &atirva

—
—_—

('a{,_ (m, b)— 1 ) i (’q&(m. b)— 4)
Ay (m, k) — k-1 AyCm )~k

. (.a&(m,;ﬂ:) —4) e (aqu,—&)_g‘

;{§o15)
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Itt

((,\&Lmé‘.’:f)\— 1/\ i (%_ 'Li_n,_-&/t\—%)___ L( Uk (E:, ﬁa).) _(q&évmﬁzm_

L) - ),

és mivel a lemma feltevése miatt Jh-7> ap(m, &) — 4)

igy

/ Agm R)—1) _ (@ (m &) —1) L ra, (mk)) (g R

43.16) ( b h) ) ( redy ) (\HQ )—(‘ﬁtﬂ )).

vegiil, (£8.16), ({g.15) ¢3({8.13) a bizonyitands
F{Q(m)-—mé 1

agyenldtlenséghez vezetnek.

? 8.5, Leuma, Ha

- ——o———
Tt s e e oo e . o o

akkor

F& {2 vy,

Mésrészt viszont, ha

Ag-10 o (B B0 ),



s

akkor

FE lm) > YY'I)

ahol egyenldség csak akkor teljesiilhet, ha

U319 = (4O ()

valamilyen -A -re (4<&a¢k),

= e e oo Yo T . s e

Bizonyitas, Tekintsiik elészdr a-;’\l(g.l‘?) esetet,

—— ——— " — i S— " t—

- (/Iérék)/

aimbk)=2L-4 (4<4i< k) itt nem teljesiilhet, mert ez
a;‘ﬂ.l‘)) esethez tartozik. Igy létezik egy
melyre
Ar (M k) > 2r— 4
d%-(m, &)= 24 -4 (HLid k),
Mivel

o ‘_{QU’"):KCM:' ) ] [a r (M, 'éz)

az 4llitas ap@.}. Lemmabdl kdvetkezik:

chr(:‘nim)_i_”. >l‘ (c:tr(im;’a/*_‘“].

4 {{8.18) eset kétféleképpen kivetkezhet bes
1. Ha {{8.19) teljesiil, akkor = Fj (m)=m

vénvald.

| S
~

nyil-
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2.Valamilyen r =re (4<1r¥% i'fz)

A, (k) < 24

uikwﬂﬁ):zi_’{ (r<1_'é ‘k’),

Mivel

S Gl P T CL L PO
igy az allitas alg.l#. Lemmabol kdvetkezik:

(Cip (M k) k '
& Wl

Miutdn sikeriilt megdllapitanunk g (m)>m, Fp(m)=m

és F{ZLW\) L ézi._ikséges és elégséges feltételeit,

visszatérhetiink eredeti probléménkhoz.

«1l._Tétel, Iegyenek A<k <n pozitiv egészek, X

_.—— ————— —
—— e . e e s

egy ™M elemi halmaz,

=B vt o M= A (4¢itm)

>< reszhalmazainak egy rendszere., Ha

iﬂg.ao) m | &ﬁ / G(k 55 4)+_,,TU'))
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akkor létezik egy
(43-20) 5 :‘KB4) )B'n} Bil= k-1, BicA; (I<iem)

rendszer, mig ellenkez8 esetben nem sziikségképpen.

Bizonyitas, El6szr az utébbi esetet igazoljuk. Ha|f§.20)

ellenkezdje teljesiil, akkor a{§.5 Lemma alapjén P}:(m)<m.
Tudjuk azonbaniliz.l:. Tétel), hogy létezik egy olyan \5@ rend-
szer, melyre |4 |=m s |c(A)|= Fgg, (m) o Igy a
;:‘43.21')—61: kielégitd 'B rendszer nem létezhet,

A bizonyitas méasik részében, ahol egy B rendszer léte-
zését igazoljuk, sziikségilink van a kovetkezd tételre, amely az

ugynevezett hdzassig probléma megoldadsat adja (lasd pl. ]_?:I | R

o o e e o e o] e e e e e s
e e S T ————

gyen E eés F a csucsok két olyan diszjunkt halmaza, amely
egylittesen vartalmazza az 6sSszes csucsot, &s minden é1 E ¢ F
k6z6tt van. Ha G rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy
barmely A (444 ¢|E|) darab [ -beli csucs legaldbb 4 da-
rab I -beli csuccsal van osszekoétve, akkor létesithetd egy
egy-egyértelmii megfeleltetés £ és  egy |E| elemii részhal-
maza kozott ugy, hogy az egymasnak megfeleld csucsok G ~ben éllel
vannak 8sszekdtve.

A mi esetiinkben E =% , F=c (ifﬁr) és
Ae\?’%‘ Be c(d ) akkor és csak akkor vannak ssze-
kétve, ha A> B . Igy elegend igazolnunk, hogy minden

C): {AM)*--)ALF}CJ%
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részrendszer esetén taldlhatdé legaldbb = darab elem t(' C)

-ben. Mivel r<wn , igy ({8.20) miatt

- (2&7;4) " "1(%&—:%)4- 4),+ L u ))

tehat hasznalhatjuk a43.5. Lemm&t:
(48.21) Fi (m)=m.

De ajZ.1l. Tétel alapjén
| (C)] 2 Fg(m).

Utébbifﬂg.El)-gyel éppen azt jelenti, hogy a graf rendelkezik

a kivént tulajdonséggal. A hazasség tétel alkalmazédsaval nyerst

egy—-egy értelmii Leképezés a kivéant EB rendszert szolgédltatja.
Koyetkezmény. Ha 2h=A=n ' aKkor{gig.?O) nindig

teljesiil és B mindig lLétezik,

Ez azonnal kovetkezik az
(ele (M5 )< O3+ .+ ()

egyenlotlenségbsl és abbol a ténybsl, hogy £ -nak legfeljebb

m\ eleme van.
k)
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Megjegyzés (Katona Gyula, 2011 januar 9.). Valaki bele-
firkalt a dolgozatba. A 7. és 8. fejezét minden szdmozasiban
a fejezetszamot 5-tel novelte, kihtzott 2 megjegyzést a 18. és 33.
oldalakon. Ceruzival. Nem az én irdsom. Nem értem a célokat
és okokat. Ki lehetett? Az opponens?




