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ELAGAZO FUGGOSEG RELACIOS ADATBAZISOKBAN®

DEMETROVICS JANOS, KATONA GYULA ES SALI ATTILA

Budapest

. Egy relaciés adatmodell vigy tekinthetd, mint egy matrix, melynek sorai az individuumok,
az oszlopai az attributumok. Ezen elméletnek egy jol ismert fogalma a funkcionilis fliggoségek
fogalma. Ha A oszlopoknak egy halmaza, b pedig egy oszlop, b-rdl azt mondjak, hogy fiigg A-tél,
ha nincs két olyan sor, amely b-ben kiilonb6zd, de A-ban azonos. Ezt a fogalmat Altalanositjuk
itt. Legyenek p < q pozitiv egészek. Azt mondjuk, hogy b (p, g)-fiigg A-t6l, ha nincs ¢ + 1 olyan
sor, amelyek b—ben teljesen kiilsnbdznek, de A minden oszlopaban legfeljebb p kiilonféle érték All.
A hagyomanyos filiggdségekre ismert tobb tétel van a cikkben Altalanositva.

1. Bevezetés

Egy adatbazis felfoghatd, mint egy matrix, amelynek oszlopai az adatfajtdk,
attributumok (pl. név, sziiletési hely, 1d6, stb.), mig egy-egy sor tartalmazza egy-
egy individuum adatait. Jelolje X az attributumok (azaz a matrix oszlopainak)
halmazit. Legyen A C X, b € X. Azt mondjuk (ArRMSTRONG [1], CopD [2]),
hogy b funkciondlisan figg A-tdl (jelolésben: A — b), ha az A-ban all6 adatok
mar meghatarozzak a b—ben all6 adatot is, azaz nincs két olyan sor, amely A-ban
egyezik és b-ben kiilonbozik.

A funkcionalis fliggéségek nagyon hasznosnak bizonyultak a gyakorlatban. A
létezé adatbaziskezel6 rendszerek mind ezen a fogalmon alapszanak. Tekintsiink
egy példat. Tegyiik fel, hogy X = {z1,z2,73,24}, 21 — 22 és 3 — z4. Ha az egész
matrixot taroljuk a memdridban, az a legrosszabb esetben 4N; N3 helyet jelent,
ahol N ill. N3 jeloli az z, ill. z3 altal felvehetd kilonbozé értékek szamat. Hiszen
z1 és z3 egymastdl fliggetleniil vehetik fel értékeiket (viszont xs—t és z4—et mar
meghatarozzak), igy a sorok szdma maximalisan N1N3. Azonban — kihaszndlva
az adott két funkcionalis fiiggbséget — rengeteg helyet megspdrolhatunk. Ugyanis
elegend6 az ; és x3 oszlopabdl all6 matrixon kivil (ami 2N, N3 értéket tartalmaz),
két kis matrixot tarolnunk. Az egyik matrix két oszlopa z, és x5 értékeit tartal-
mazza. Az els6 oszlopban allnak z, lehetséges értékei, a masodikban az z, — x5
funkciondlis fiiggdség altal meghatarozott értékek. A masik matrixot is hasonléan
épitjiik fel z3-bol és z4-bol. A tarolt értékek szama legfeljebb 2N7 N3+ 2(N; + N3),
ami altaldaban sokkal kisebb 4 N; Na—nal.

Jelen cikkben a funkcionalis fiiggdségnél egy altaldnosabb (gyengébb) fogalmat
fogunk bevezetni. Elészor csak egy nagyon specialis esetben, majd illusztrdljuk a

*Az 2575-3s szAmi Orszdgos Tudomanyos Kutatasi Alap altal tAmogatva.
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fogalom hasznossagat. Ha A C X, b € X, akkor azt mondjuk, hogy b (1,2)-fiigg A-
t6l, ha az A-ban 3ll6 értékek , kétértelmiien” meghatarozzak a b-ben 4ll6 értékeket,
azaz nincs 3 olyan sor amelyek mind megegyeznek A-ban, de 3 kiilonbozé értéket
tartalmaznak b-ben. Jelolése A—(1,2) — b. Hasonléan, A—(1,q) — b, ha nincs
¢ + 1 olyan sor, amelyek A-ban megegyeznek, de b-ben ¢ + 1 kiilonbozé értéket
tartalmaznak.

Tegyiik fel, hogy az adatbazis egy kamion utjait tartalmazza, pontosabban
csak az altala érintett orszdgokat. Az egyszeriiség kedvéért tegyuk fel, hogy egy
litja soran egy kamion pontosan 4 orszagot érint (beleértve az indulasi és érkezési
orszagot is) és nem megy vissza olyan orszagba, ahol mar volt. Tegyiik fel tovabba,
hogy 30 orszig jon szdba, egy orszagnak legfeljebb 5 szomszédja van. Jelolje
Ty, Z9, T3, T4 az elsd, masodik, harmadik ill. negyedik orszigot mint attributumot.
Konnyen lathaté, hogy zr—(1,5) — z3, {z1,22}1,4) — z3 és {z2,z3}1,4) —
z4. Most nem tudjuk a tdrolt matrix nagysigat csokkenteni, mint a funkcionalis
fuggoség ((1,1)-fiiggbség) esetén, de tudjuk a matrix elemeinek értékkészletét csok-
kenteni. Az eredeti matrix minden eleme 30 féle értéket vehet fel, az orszagnevet,
vagy azok valamilyen kddjait (5 bit). Taroljunk egy kis (legfeljebb 30 x 5 x 5 =
750-0s) tdblazatot, amely minden orszig szomszédainak egy szamozasat tartal-
mazza, azaz hozzajuk rendeli a 0,1,2,3,4 szidmokat. Ekkor az z» attributumot
helyettesithetjiik ezen szdmokkal, hiszen z; mar megadja az indulé orszagot, az
r2* attributum értéke a kis tablazatbdl megillapithatéan meghatarozza a masodik
orszagot. Ugyanez érvényes z3—ra is, de itt még csokkenthetjiik a lehetséges értékek
szamat, ha a lehetséges z,,z, parokhoz harmadikként csatlakozo6 orszagokat meg-
szamozé tablazatot is megadunk. Ekkor az igy kapott z3* mar csak 4 kiilonbozé
értéket vehet fel. Ugyanez érvényes z4—te is. Tehat, mig az eredeti matrixban min-
den elem 5 bittel volt leirhaté, most 2 kis pttablazat aran a masodik oszlopban
allokat 3 bitre, a harmadik és negyedik oszlopban alldkat 2 bitre csGkkentettiik.

Konnyen lathato, hogy ez a gondolat teljesen hasonléan alkalmazhaté minden
olyan esetben, amikor valamilyen graf ttjait kell tarolni, ahol a grafban a maximalis
fok sokkal kisebb a szogpontok szamanal. Vagy masképpen fogalmazva, ha valami-
lyen folyamat allapotsorozatait kell tarolni, ahol az allapotok szdma sokkal nagyobb
az allapotok rakovetkezd allapotainak maximalis szamanal. De mas esetekben is,
ha sok (1, ¢)-fiiggés van, ahol ¢ kicsi.

Az &ltaldnos fogalom, amit tirgyalni fogunk, a (p,q)-fiiggés (1 < p < g,
egészek). Akkor mondjuk, hogy b az A-tdl (p, ¢)—fiigg, ha nincs ¢g+1 olyan sor, amely
A minden oszlopaban legfeljebb p kiilonb6zé értéket tartalmaz, b—ben pedig ¢ + 1
csupa kiillonbozét. Ez nyilvan altalanositasa a funkcionalis figg6ség fogalmanak. A
cikk f6 célja bizonyos, a funkcionalis fiigg&ségre vonatkozd tételek altalanositdsa a
(p, q)-fliggbségekre.

2. A (p,q)-fliggdségek jellemzése

Ha adott az M adatbazis (vagy matrix), definidljuk a Jampe(A4), A C X
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fiiggvényt a kovetkezoképpen:

JMpq(A) = {b : HP:Q) - b} t

Ha egyébként nem okoz félreértést, az M, p, q indexeket elhagyjuk.
Konnyen lathatd, hogy ha b € A, akkor A—(p,q) — b, tehit

(2.1) A C Tmpe(A).
Ma4srészt, ha A C B és A—(p,q) — b, akkor B—p, ¢) — b. Tehat

A (2.1) és (2.2) feltételeket kielégité halmaz-halmaz fiiggvényeket névelé-monoton
fiigguényeknek nevezziikk. Ha egy N noveld-monoton fiiggvényhez taldlhaté egy
olyan M matrix, hogy Jmps = N, akkor azt mondjuk, hogy (p, g)-reprezentalhaté.

2.1. TETEL. Ha X-en adott egy N novel6-monoton figgvény, melyre
N(0) = 0 teljesiil, és 1 < q, akkor N (1, q)-reprezentélhato.

Bizonyitds. Nevezziikk ldncnak X részhalmazainak egy § # A; C --- C A
sorozatat, amelyekre teljesiilnek a kovetkezo feltételek:

(2.3) N(A) =Aipn (1<i<k),
(2.4) N(A:) = As.

Egy ilyen adott L linchoz készitsiik el a kovetkez6 M (L) matrixot. (Lasd a tabla-
zatot.)

Ay Ay—- A Az—-A, - A — Ap1 X — Ag
1 1 1 1 1
1 1 1 1 2
4
. 1 v+ 1 (k=2)r+1 kr+1
1 2 r+2 (k=2)r+2 kr+2
1 3 r+3 (k=2)r+3 kr+3
1 r+1 2r+1 (k=Dr+1 (k+1r+1,

ahol r = !'%-l .
A matrix minden oszlopa néhany egyessel kezdédik, majd egy helytSl kezdve
a természetes szamok kovetkeznek ndvekvd sorrendben: 1,...,1,1,2,3,4,.... Az

Alkalmazott Matematikai Lapok 15 (1990-91)



184 DEMETROVICS J.,, KATONA GY. ES SALI A.

A; — A;_1-be (1 < i < k, Ap = @) tartozdé oszlopok mind egyformak, ugyanez
érvényes X — Ag-ra is. X — Ay oszlopai legyenek ilyenek: 1,2,3,4,... . Mésrészt
A, oszlopai alljanak csupa 1-b6l. As — A; oszlopai A; oszlopaihoz képest r—rel
vannak eltolva, tehdt az elejiikon r-rel kevesebb az egyes, az utolsé elemiik viszont
r+1. Altaléban, A; — Ai_1 oszlopai az A;_1 — Ai_3 (1 < i < k) oszlopaihoz képest
r-rel vannak eltolva. Ennyivel kevesebb az elejiikon az egyes, és ennyivel nagyobb
az utolsé elemiik. X — A; oszlopai viszont mar 2r-rel vannak eltolva Ay — Ax_,
oszlopaihoz képest. A; — A;_; (1 < i < k) a lanc definicidja miatt nem lehet tres.
X — Ay viszont lehet iires. Ekkor a matrix ilyen oszlopokat nem tartalmaz.
A konnyebb érthetéség kedvéért bemutatjuk a k = 4, ¢ = 4, r = 2 esetet:

A1 A2—A; Az—A; As—As X - A

1 1 1 1 1
1 1 1 1 2
1 1 1 1 3
1 1 1 1 4
1 1 1 1 5
1 1 1 2 6
1 1 1 3 7
1 1 2 4 8
1 1 3 5 9
1 2 4 6 10
1 3 5 7 11

E matrixnak a kdvetkezd, konnyen ellendrizhetd tulajdonsagait fogjuk felhasz-
nalni: )

(i) A sorok szdma (k + 1)[¢/2] + 1.

(it) Ha A; — A;—1 (1 < i < k) egy oszlopaban két pozicié azonos szamokat tartal-
maz (ami csak egy lehet), és j < i akkor A; — A;_; megfelels poziciéiban is azonos
szamok allnak (amik szintén egyesek).

(iii) Kivalasztva egy l-est A; — A;_; egy oszlopaban, A;;; — A; egy oszlopanak
megfelelé pozicidjaban nem &llhat mdas, csak 1 vagy 2 vagy 3 vagy ...r + 1. Ha
viszont egy 1-t6l kilonbozd s szamot valasztunk ki A; — A;_; egy oszlopaban, akkor
Aiy1 — A; egy oszlopanak megfelelé poziciGjaban csak s + r adllhat (1 < i < k).

(iv) Hak > j > i+ 1> 2, akkor A; — Aj_; egy oszlopaban kivalaszthaté 2r + 1
kiilonb6z6 szam (mégpedig az 1,2,...,2r + 1) 1gy, hogy A; — A;_; minden oszlo-
paban a megfelel helyeken csupa 1-es alljon. Jegyezziik meg, hogy 2r+1> ¢+ 1.

(v) X — Ag egy oszlopaban kivalaszthaté 2r+1 (> ¢+ 1) kiilonb6z6 szam (mégpedig
az 1,2,...,2r +1) ugy, hogy A; — A;_; (1 < i < k) minden oszlopaban a megfelels
helyeken csupa 1-es alljon.
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Vegyiink lancoknak egy olyan Li,...,L,, halmazit, melyben minden olyan
A, b parra, amelyre A # 0, b & N'(A) teljesiil, talilhaté egy olyan ldnc és benne egy
olyan A; halmaz, melyre

(2.5) ACA; és bgN(A)

fennalnak. Lancoknak ilyen halmazat kapjuk példaul, ha A;—ként minden lehetséges
nem tires A-t kivalasztunk. Ekkor m = 2/X| — 1, de 4ltaldban kevesebb lanc is
elegendd.

Az M(L,),..., M(L,) métrixokat irjuk egyszerilien egymds ala, de a benniik
szerepld szamokat gy moédositsuk, hogy két matrixban ne szerepeljen ugyanaz a
szam. Ha torténetesen valamely oszlopban kevesebb, mint ¢ + 1 kiilonbozé érték
szerepel, akkor M(L,)-bél vegyiink annyi kiillonboz8 példanyt, teljesen kiilonb6zd
szamjegyekkel, hogy mar minden oszlopban legyen ¢ + 1 kiilonb6zs érték. Az igy
kapott M matrix altal definidlt J = Jar14 — mint latni fogjuk — éppen N lesz.

Ehhez két dolgot kell igazolnunk; 1) Ha b ¢ *7(A), akkor b ¢ J(A) és 2) ha
b€ N(A), akkor b € J(A).

1) Tegytk fel tehat, hogy b € N(A). Ha A = 0, akkor a b ¢ [J(@) allitas abbdl
kovetkezik, hogy M minden oszlopaban legalabb q + 1 kiilonb6z6 érték van. Ha
viszont A # @, valasszunk egy L, (1 < v < m) lancot és benne egy A;-t (2.5)
szerint. Mivel b € N(A;) = Ai41 (lasd (2.3)),igy be Aj —Aj_y, k> 7> i+ 1,
vagy b € X — Aj teljesiil. Az elsé esetben hasznaljuk (iv)-et. Eszerint M(L,)-ben
kivalaszthaté ¢ + 1 sor, ami A; — A;_; oszlopaiban csupa egyest tartalmaz, mig
b-ben mind a ¢ + 1 érték kiilonb6z6. (2.5) és (ii) miatt A minden oszlopaban is
csupa egyes all. Tehat valéban b ¢ J(A). Ha b € X — Ay, akkor (v)-6t hasznilva
ugyanugy jarunk el.

2) Most tegyiik fel, hogy b € N (A). Feltehetd, hogy A # @, mert A (@) iires.
Tekintsiink egy tetszdleges L, lancot: Ay,..., Ax. Legyen ¢ = i(L,) = k+ 1, ha
AN(X — Ag) nem iires, ellenkezd esetben viszont ¢ legyen a legnagyobb index, amire
AN (A; — Aj—1) nem iires. A C A;-bdl (2.2) miatt b € N(A) C N(Ai) = Aipa
kovetkezik, ha i < k. Ellenkezd esetben b € N (A;) = A; (ahol Apy1 = X).

Vegyiunk ki ¢ + 1 sort M-bél gy, hogy ezekben a sorokban A minden osz-
lopa csupa azonos szambdl dlljon. M konstrukcidjabdl kovetkezik, hogy a soroknak
ugyanazon M (L,)-ben (vagy M(L,)-nek ugyanabban a példinyaban) kell lenniiik.
Tehat AN(A;—Ai-1) az M(L,) matrixnak e ¢+ 1 soraban csupaegyes. Ha b € 4,41,
akkor (iil)-b&l kovetkezik, hogy b—ben e sorokban legfeljebb r + 1 = [¢/2] +1 < ¢
kiilonbozé érték allhat. Ha b € A;, akkor b—ben e sorokban rdadasul csupa egyes
all. Tehat b € J(A), amint azt bizonyitani kivadntuk. O

2.1. Probléma. Igaz-e a 2.1 tétel dllitasa tetszdleges (p, q) (p < ¢q) figgdségekre?
Elhagyhaté-e az N (0) = 0 feltétel?

A valaszt jelenleg még a (2,3) esetre sem tudjuk.
Ha p = ¢, a helyzet jelentésen megvaltozik. Mint azt [6]-ban mar megmutattuk,

J = Tmpp (2.1) és (2.2) mellett még egy fontos feltételt koteles kielégiteni:
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2.2. ALLiTAS.

(2.6) JMPP(JMPP(A)) = Tmpp(A).

Bizonyilds. Az egyik iranyi tartalmazas (2.1)-bél és (2.2)-bdl kovetkezik. Te-
hat csak azt kell igazolni, hogy b € J(J(A))-bdl kovetkezik b € J(A). Vegyiik
a matrix sorainak egy olyan halmazat, melyekben A Osszes oszlopa legfeljebb p
kiilonboz6 értéket tartalmaz. J definicidja szerint ekkor J(A) minden oszlopara is
teljesiil ez. A b € J(J(A)) feltevés szerint b-ben is legfeljebb p kiilonbozd érték
allhat e sorokban, s ez bizonyitja b € J(A)-t. ]

A (2.1), (2.2) és (2.6) feltételeket kielégits halmaz-halmaz fiiggvényeket lezdrd-
soknak nevezi az irodalom. Jdl ismert (mas formaban ldsd ARMSTRONG [1], ilyen
alakban lasd pl. [5]), hogy p = 1-re az 3llitas megfordithaté, azaz minden lezarashoz
talalhatat6 olyan M madtrix, melyre Jar11 éppen ez az adott lezdras, vagyis, hogy
minden lezaras (1,1)-reprezentalhaté. A kovetkez8kben belatjuk, hogy ugyanez igaz
p = 2-re is, de p > 3-ra mar altaldban nem.

A bizonyitashoz sziikségiink van néhany, a lezdrasokra vonatkozé, egyszerii
fogalomra és allitasra, amelyeket itt bizonyitds nélkiil kozliink, megtalalhaték pl.
[5]-ben. Zdrtnak neveziink egy A halmazt az L lezaras szerint, ha £(A) = (A).
A zart halmazok Osszességét jelolje Z = Z(L). Két zart halmaz metszete zart.
L(A) egyenlé az A-t tartalmazé zart halmazok metszetével. Jeldlje tovabba M =
M(Z(L)) azon zéart halmazok Osszességét, amelyek nem kaphatdk meg té8liik kiilon-
boz6 két zirt halmaz metszeteként. Bdrmely zart halmaz eldallithatd M-beliek
metszeteként, kovetkezésképpen L(A) egyenld az At tartalmazé M-beli halmazok
metszetével.

2.3. TETEL. Minden lezdras (2,2)-reprezentélhatd.

Bizonyitds. Legyen a lezdras £, és M = M(Z(L)) = {X,G1,...,Gm}. Egyels-
re tegyiik fel, hogy m > 1. Kénnyen lathat6, hogy G = £(#) minden zart halmaznak,
s igy minden G;-nek részhalmaza. ;

Minden Gj-hez készitsiink az M matrixban két sort, a 2i — 1-ediket és a 2i—
ediket. A G-nek megfelel6 helyeken élljon 0. A G; — G-nek megfeleld helyeken
mindkét sorban alljon . A tobbi helyeken a j—edik sorban j + 2m &lljon.

Be kell latnunk, hogy erre az M matrixra Jp22(A) = L(A) teljesiil minden
A C X-te. Azaz b € Jy22(A) akkor és csak akkor, ha b € L(A).

Tegyiik fel, hogy b & £L(A). Ha A = 0, akkor felhasznalva azt az allitast, hogy
L(0) egyenld az Gsszes M-beli metszetével, taldlhaté egy G, amelyre b € G teljesiil.
Ez ad két kiilonboz6 értéket b oszlopaban. X, ami mindig egy G, ad egy vjabbat.
Egy tetsz6leges harmadik sorban vagy 0 all, vagy djabb érték. Tehdt b oszlopaban
van legalabb 3 kiilonboz6 érték, b ¢ J(0). Ha A # 0, akkor £(A) ismét egyenld az
A-t tartalmazé M-beliek metszetével, tehdt van egy olyan G;, amelyre A C G; és
b ¢ G; fennillnak. De ekkor a G;—nek megfeleld két sor A-ban megegyezik, b-ben
viszont kiilonbozik. E két sort kiegészitve barmely tovabbi sorral, talaltunk 3 sort,
ami bizonyitja, hogy b € Jam22(A) valéban igaz.
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Tegyiik most fel, megforditva, hogy b € £L(A). Két esetet kiilonbéztetiink meg.

Ha A C £(@), akkor (2.2) miatt £(A) C L£(0). Ekkor b € G, tehat b oszlopaban

csupa 0 &ll. b € Jar22(0) valéban kovetkezik. Ha viszont A ¢ L£(@), akkor A-

nak van egy £(0)-n kivilli ¢ eleme. Vegyiink ki 3 sort a matrixbdl, amelyek A

oszlopaiban legfeljebb két kiillonboz6 értéket tartalmaznak. Az a oszlopot tekintve,

azt nyerjiik, hogy a harom sor koziil kettének ugyanahhoz a G;—hez kell tartoznia.

Tovabba fenn kell dllnia A C Gi—nek is. G; zartsiga és (2.2) miatt J(A) C G,
tehat ez a két sor b-ben is egyforma. b € Jpr22(A) kovetkezik.

Az m = 1 esetben egy csupa uj elembdl allé6 harmadik sor hozzdadasa segit.

a

Vezessiik be a kovetkezo jelolést:

ot (A)_{A, ha |A| < k,
"L X, ha|A| >k,

ahol k egy egész, 1 < k < |X|, és A C X. LF, nyilvan lezaras.
2.4. TETEL. Hap > 2 ésn > 6, akkor £2,, nem (p, p)-reprezentalhato.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekte, hogy van egy olyan n oszlopi M matrix,
amelyik £2,-t (p,p)-reprezentdlja. Legyen M sorainak szdma minimalis. Mivel
L%,-ben az iires halmaz lezdrdsa 6nmaga, ezért M minden oszlopaban van legalabb
p + 1 kiilonboz6 érték. Ha az a oszlopban minden érték kilonbozé lenne, akkor
b € L£%,({a}) teljesiilne egy tetszSleges b € X-re, ellentmondasban £2,, definicidja-
val.

Tegytk fel most, hogy az r és s sorok egyenléek az a és a b oszlopokban.
Definicié szerint, ¢ € £2,({a,b}) fenndll tetszSleges ¢ € X-re. Valasszunk ki r—hez
és s—hez még p—1 egy sort ugy, hogy értékeik c—ben kiildnbszzenek mind r—tdl, mind
s-t6l, és egymastdl is. (Ez megtehetd, mert van a ¢ oszlopban is p + 1 kiilonbozd
érték.) E p+ 1 sorban a és b egyarant legfeljebb p kiilonbozé értéket vesz fel, tehat
cis. Ez csak tigy lehet, ha r és s megegyeznek c-ben is. Vagyis az r és s sorok végig
megegyeznek. Ez ellentmondasban van a minimalitassal, tehdt nem egyezhet meg
két sor két killonbozd helyen.

Tegyiik fel, hogy az elsé oszlopban a t-edik és az u—adik sorok egyeznek meg,
mig a masodik oszlopban az r-edik és s—edik sorok (¢t # u, r # s). Az el6z6
bekezdés szerint {t, u} # {r,s}, igy csak a kovetkezd két esetet kiilonboztetjiik meg:
(i) t =r,u # s, (ii) mind a négy sor kiilonbozs.

(i) Az elsé és masodik oszlop legfeljebb 2 kiilonbozs értéket vesz fel e harom
sorban. £2,, definiciéja miatt minden oszlop is csak legfeljebb két értéket vehet fel
ezekben a sorokban. Ha az oszlopok szdama tobb mint 3, akkor kell lenni olyan két
oszlopnak, amelyek a fenti harom sor valamelyik kettdjében megegyeznek, ellent-
mondasban a korabban igazolt &llitassal.

(i) Az el6z8 esethez hasonléan belathaté, hogy minden oszlop legfeljebb 3
értéket tartalmazhat a ¢, u, r, s sorokban. Mivel az egyezésekre csak 6—féle lehetSség
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van, n > 6 miatt ismét lesz két olyan oszlop, amely két adott sorban megegyezik.
Az ellentmondas bizonyitja allitasunkat. (]

A most kovetkez8kben egy karakterizaciét adunk arra, hogy mikor lehet egy
lezarast (p, p)-reprezentdlni. Egy ehhez sziikséges definicio:

Legyen B = {A; ;} az n—elemii X halmaz egy két indexes halmazrendszere, ahol
1 < i < j < m. Akkor mondjuk, hogy teljesiti a haromszogfeltételt, ha minden
i < j<k-raA;j, Ajr és Ai; koziil barmely ketté metszetét tartalmazza a har-
madik.

2.5. LEMMA. Akkor és csak akkor talalhaté olyan n oszlopi és m sori matrix
melynek i-edik és j—edik sorai éppen az A; j—nek megfelelé helyeken egyeznek meg,
ha {A;;} kielégiti a haromszogfeltételt.

Bizonyitds. A csak akkor rész trividlis. Tegyiik tehdt fel, hogy a haromszog-
feltétel teljesiil és konstrudljunk egy megfelelé matrixot. Méghozza mohé moédon,
soronként. Tegyiik fel, hogy az elsé k sor mar megvan, és kielégiti a feltételt. A k+1-—
edik sor konstrudldsanal csak az lehet a probléma, hogy egy helyen két kiilonbozé
értékkel kell megegyezzen, mondjuk a g—edik és h—adik (¢ < h) sorokban felvett
értékekkel. Ez viszont ellentmond annak, hogy Agn, Agk+1 €s Ap k41 kielégitik a
haromszogfeltételt. O

Most mar meg tudjuk adni a karakterizaciot.

2.6. TETEL. Az L lezdrds akkor és csak akkor (p,p)-reprezentalhaté, ha
létezik egy B = {A;i;} (1 < i < j < m) halmazrendszer gy, hogy kielégiti a
hdromszogfeltételt, a kovetkezd alaku halmazok mind zartak L szerint:

(2.7) U 4.
0<r<s<p

(1 < jo,j1,...,Jp < m tetszélegesen rogzitett kiilonbozé egészek), és minden zart
halmaz eléallithato (2.7) alaki halmazok metszeteként.

Bizonyitds. Bizonyitsuk elészor a kovetkezd lemmat.

2.7. LEMMA. Tegylik fel, hogy az m sori M matrix (p,p)-reprezentilja az
L lezdrast és M i-edik és j—edik sorai az A;; halmazban egyeznek meg. A C X
akkor és csak akkor zart, ha (2.7) alaki halmazok metszete.

Bizonyitds. A (p,p)-fliggés definicidja szerint A4(p,p) — b akkor és csak akkor
teljesiil egy M matrixban, ha talalhaté p + 1 sor, amely A oszlopaiban legfeljebb
p értéket vesz fel, viszont a b oszlopban mind a p + 1 érték kiilonb6zd. Ezt ugy is

lehet fogalmazni, hogy valamilyen 1 < jo, j1, ..., jp < m kiilonb6z6 egészekre
Ac |J A B
0<r<s<p

teljesil. A tehat zart akkor és csak akkor, ha ilyen taldlhaté minden b ¢ A-hoz.
Ez utébbi viszont akkor és csak akkor teljesiil, ha A (2.7) alaki halmazok metszete.
O
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Térjiink vissza a tétel bizonyitasdhoz. Ha (p, p)-reprezentalhatd, akkor a rep-
rezentalé M matrix definidlja az A; ; soregyenléséghalmazokat. Ezek a 2.5 lemma
miatt kielégitik a hiromszdgfeltételt. Egy (2.7) alakd halmaz ilyen alaku halmazok-
nak (egynek) a metszete, tehdt a 2.7 lemma miatt zart. Ugyancsak a 2.7 lemmabdl
kovetkezik, hogy minden zart halmaz (2.7) alakdak metszete.

Megforditva, ha taldlhaték a tétel feltételeit kielégitd A; ; halmazok, a harom-
szogfeltétel miatt létezik egy M madtrix, amelyben a soregyenléséghalmazok éppen
A; ;-k. Az L szerint zart halmazok a tétel feltételei miatt elGallnak (2.7) alaki
halmazok metszeteként. Megforditva, a nem zartak nem allithatok els, mert a (2.7)
alakidak szerint zartak, s tudjuk, hogy zart halmazok metszetei is zdrtak. Igy a7
lemma befejezi a bizonyitast. 0

Sajnos a tétel feltétele algoritmikusan nem hatékony. A kovetkezd kovetkez-
mény mutatja azonban, hogy mégse teljesen haszontalan.

2.8. ALLiTAs. Tegyiik fel, hogy az L lezards olyan, hogy M(Z(L)) =
= {G1,...,G4} zért az unié képzésére. Ekkor (p,p)-reprezentilhaté minden p-re.

Bizonyilds. Tegyiik fel eldszor, hogy ¢t > p. Legyen a 2.6 tételbeli m = 2¢,
Aszi—1,2i = G; (1 <1 < t), mig a tobbi A legyen az tires halmaz. A rendszer kielégiti
a haromszogfeltételt. A (2.7) alakd halmazok a G-k unidi lesznek, a ¢t > p feltétel
miatt a p + 1 darab index valaszthat6 ugy, hogy (2.7) éppen egy (barmelyik) G
legyen. A feltétel szerint a G-k uniéi mind zartak, masrészt minden zart halmaz
eldallithaté M-beliek (azaz G-k) metszeteként. gy a 2.6 tételbdl kovetkezik az
allitas.

Ha t < p, akkor G-k valamelyikét ismételjik meg annyiszor, hogy m elérje a
szikséges méretet. O

A kovetkezd egyszeri allitast bizonyitas nélkil kozoljik.

2.9. AvviT4s. Legyen az L lezaras egy n—elemii halmazon megadva. Ha
L (2n,2n)-reprezentalhato, akkor (k, k)-reprezentalhaté is minden k > 2n esetén.

Osszefoglalva, a kérdés nagyrészt még nyitott maradt:

2.2. Probléma. Keressiink egy algoritmikusan hatékony jellemzését azon leza-
rasoknak, amelyek (p, p)-reprezentilhatdak.

A kovetkezd probléma azonban kdnnyebbnek latszik. Legyen A egy novels-
monoton fiiggvény az X halmazon. A K halmazt kulcsnak mondjuk, ha N (K) =
X. K minimdlis kulcs, ha kulcs, és nincs olyan valédi része, ami kulcs. Kénnyen
lathatd, hogy a minimalis kulcsok nem tartalmazhatjak egymast, igy a minimalis
kulecsok K rendszere kielégiti a Sperner-feltételt: Ha K,,K, € K, K; # K,
akkor Ky ¢ K,. Ezt gy is mondhatjuk, hogy X Sperner-rendszer. Az X—en adott
Sperner-rendszerrél azt mondjuk, hogy (p, ¢)-reprezentalhaté (p < ¢q), ha X—en van
egy noveld-monoton fiiggvény, ami (p, ¢)-reprezentilhaté és amiben a minimalis
kulcsok rendszere éppen K.

A (p,p)-reprezentdlhatdsdg definicidja analdg, csak egy lezaras keresendd.
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2.3. Probléma. Igaz-e hogy minden nem-iires Sperner-rendszer (p, q)-reprezen-
talhaté barmely p < ¢ mellett?

3. A (p,q) fiiggdség egymadshoz valé viszonyai

Jelolje (p,q) = (p',¢') azt, hogy ha b € Jaspe(A)-b6l minden M matrixra
kovetkezik b € Tarprg'(A). A kovetkezo allitasok trivialisak.

3.1. LEMMA.

(r,9) = (p,g+1)
(p,9) = (p—1,9).

a

Tobb allithatd, ha feltessziik, hogy az M matrix minden oszlopaban legalabb
m kiilonbozé érték all. Erre az esetre haszndljuk a (p, q) = (7', ¢') jelolést.

3.2. LEMMA.
(p.g) = (p—Lg—1), de (p.g) & (P—1,¢-1).

Bizonyitds. Az elsS allitds bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy valamely M mat-
rixban b € Jampe(A). Bizonyitani kivanjuk, hogy b € Iy p-1,4-1(A). Ha ez utébbi
nem teljesiilne, akkor a matrixnak volna ¢ olyan sora, amely A-ban legfeljebb p— 1
kiilonboz6 értéket vesz fel, mig b—ben ¢ kiilonbozd értéket. A feltevés szerint a b
oszlopban van legaldbb ¢ + 1 kiilénbdzé érték. Az el8z8 g sort egészitsiik ki egy
ijabb sorral vigy, hogy b-ben g + 1 kiilonb6z5 érték legyen. A semelyik oszlopaban
se lehet tobb, mint p érték, s ez ellentmondasban van b € Jarpq(A)-val.

A masodik allitast egy olyan matrix bizonyitja, amelyben b oszlopa pontosan
¢ kiilonbo6z6 értéket tartalmaz, A minden oszlopa pedig legfeljebb p — 1—et. O

3.3. LEMMA. (p,q) # (1,¢—1).
9

Bizonyitds. A kovetkezd ellenpélda adja a bizonyitast, ahol az elsé oszlop A
oszlopait jelképezi, a masodik pedig b—ét.
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1 1

2
1 ¢
2 1
2 2
2 ¢q
q 1
q 2
q 9

3.4. LEMMA. (p,q) ﬁ (1,g=p), (p<q).

Bizonyitds. A kovetkezd ellenpélda adja a bizonyitast, ahol az elsé oszlop A
oszlopait jelképezi, a masodik pedig b—ét.

1 1
1 2
1 ¢g—p+1
2 g-p+2
m ¢—p+m

3.5. LEMMA. (p,q)# (p+1,N), (p+1<N).

Bizonyitds. Eloszor egy olyan konstrukciét adunk, ami (p, q) # (p+1, N)—et bi-
zonyitja. A matrixnak N +1 sora van, b—ben sorban az 1,2, ..., N+1 szamok allnak.
A oszlopaiban az 1,2, ...,p+1 szdmok allhatnak. Az oszlopokat igy valasszuk meg,
hogy barmely p+ 1 sorhoz legyen egy olyan oszlop, amelyikben p+ 1 kiilonbozd érték
all. Ha A oszlopainak szama elég nagy, ez elérhet8. Konnyen lathaté, hogy ezen M
matrixban b € Jarp,(A) azaz a 3.1 lemma miatt b € Jprp4(A). Mésrészt azonban
bE Tmps1,v(A).

Mar csak tgy kell médositanunk M-et, hogy minden oszlopban legaldbb m
érték legyen. Irjunk az N+ 1+i-edik sorbacsupa N+1+i-t (1<i<m-—p-—1).
Ez a médositds nem rontja el a fenti tulajdonsagot. O
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3.6. TETEL. Legyen m > q.
(3.1) (r,9) = (¢ q),

akkor és csak akkor teljesiil, hal < p' < p,ésq—p < ¢ —p'. Ha viszont m < gq,
akkor (3.1) sziikséges és elégséges feltétele 1 <p' <pésq<q'.

Bizonyitds. A 3.1-3.5 lemmakbdl az allitas konnyen kovetkezik. m]

Vegyiik észre, hogy a 3.5 lemma bizonyitdsdban A-nak elég nagynak kell lennie.
Ez azt jelenti, hogy kis méretii A-ra a b € Jump,(A) feltevésbdl még kovetkezik
b € Imp+1,n(A). Ha példaul |[X| = n is kisebb, mint ez a hatar, akkor itt minden
A-ra is teljesiil ez a kovetkeztetés. Ez veti fel a kovetkezd problémat.

3.1. Probléma. Milyen méretii A—kra teljesiil, hogy b € Jprpq(A)-bdl kovetke-
zik b € Jm,p+1,N(A) minden M-re (p,q és N rogzitett)?

Két specialis esetet bizonyitas nélkiil kozliink:

3.7. ALLiTAs. Ha |A| < [log(N + 1)], akkor b € Jar11(A)-bdl kévetkezik
b € Jman(A) minden M matrixra, de ha |A| > [log(N + 1)], akkor nem. O

3.8. ALLiTAs. Ha ,
q+
ettt ]
4 2(¢—-p+1)

akkor b € Jnpp(A)-bdl kovetkezik b € T pi1,9+1(A) minden M madtrixra, de ha
A ennél nagyobb, akkor nem. O

4. Minimaélis reprezenticio

E fejezetben azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy ha létezik reprezentacio, akkor

mi a reprezentalé M matrix minimalis sorszama. Ha A egy novelé-monoton fligg-

vény, jelolje spq(N) ezt a minimalis sorszamot. A 2.1 tétel biztositja, hogy s14(N)

létezik. Az ott szerepld konstrukciéban a tablazatban szereplé matrix sorainak

szama (lasd (1)) = (k + 1)[¢/2] + 1 < 2nq. Masrészt annyi ilyen matrixot vesziink,
amennyi a sziikséges lancok szama. Ez legfeljebb 2". Tehat a kovetkezd igaz.

4.1. TETEL. Ha g > 1 és N egy tetszdleges nével8-monoton fliggvény, akkor

51¢(N) < 2¢n2™ .
O

Ez a becslés lényegesen javithaté volna, ha be tudnank latni, hogy viszonylag
kevés lanc elég a (2.5) feltétel kielégitéséhez. A masik javitasi lehet8ség a lancok
tényleges hosszanak figyelembevétele. Altalaban a nével6-monoton fiiggvények
szerkezetének tanulmanyozasa szikséges. Mindenesetre a 4.1 tétel becslése sokkal
rosszabb, mint amit s;;(L)-re ismeriink (n alatt [n/2], lasd [3]).

A tovébbiakban csak a p = ¢ = 2 esettel foglakozunk. s,,(K) = s,(K) ill.
spp(L) = 8p(L) jelolje a K Sperner-rendszer ill. az £ lezaras (p, p)-reprezentalasahoz
sziikséges minimalis sorszamot.
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4.2. TETEL.

#2(K) < 2(@1) |

Bizonyitds. A 2.3 tétel bizonyitasibdl kiolvashaté. ]

Ez az eredmény mar csak egy kettes faktorral rosszabb az (1,1) eset becslésénél
(lasd [3]).

4.3. TETEL. Van olyan Sperner-rendszer, melyre

(k)2 nL(L—J) '

Bizonyitds. A bizonyitas szd szerint ugyanaz, mint [4] bizonyitdsa. O

(82(§kn)) > (k i 1) ‘

Bizonyilds. Legyen M egy olyan sy(L*,) sordi matrix, amely (2,2)-reprezen-
talja £*,,-t. Ha B egy k — l-elemii részhalmaza X -nek, akkor van harom olyan sora
M-nek melyek legfeljebb két kiilonbozé értéket tartalmaznak B-beli oszlopokban,
és van olyan oszlop, ahol harom kiilonb6z6t. Ha B-hez a (b, ¢, d) sorok, C-hez pedig
az (e, f, g) sorok tartoznak, akkor (b, ¢, d) # (e, f, g), mert kiilonben BUC nem lenne
kulcs. Azaz minden k — 1 elemii halmazhoz kulonbozé sorharmas tartozik, vagyis a
lehetséges sorhdrmasok szama legaldabb akkora mint a k — 1-elemi oszlophalmazok
szama. ]

4.4. LEMMA.

Bizonyos specidlis k értékekre so(L¥,)-t pontosan is meg tudjuk hatdrozni,
masokra pedig jo felsé becslést tudunk adni:

4.5. TETEL.
(l) 32(6111) = 3)
(i) s2(L%,) = 2n, han > 3,
(iii) s2(L"p) < n+2.

Bizonyitds. (i) Az s2(C',) > 3 egyenldtlenség a 4.4 lemmaébdl kovetkezik. A
masik irdnyt a kovetkezd konstrukcié adja:

BN = O
N - O
p—

(i) Az s2(L%,) < 2n egyenlStlenség a 2.3 tétel bizonyitdsabdl kiolvashato.
A masik iranyu egyenlStlenséget direkt bizonyitjuk. A 4.4 lemma szerint minden
oszlophoz van hdrom sor, hogy azok legfeljebb két kiilonbozé értéket tartalmaznak
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ezen oszlopban. Azaz minden oszlophoz van két sor, melyek ott megegyeznek.
Belatjuk, hogy a kiilénb6z6 oszlopokhoz tartozé sorparok diszjunktak.

a) Tegyiik fel, hogy az ¢ és j oszlopokban az r és s sorok megegyeznek. Mivel
{i,i}H2,2) — X sziikséges, ezért r és s az Osszes tobbi oszlopban is meg kell
egyezzen. Ekkor r—et elhagyva, a kapott matrix még mindig reprezentalja £2,-t.

b) Ha van 3 olyan sor, hogy az i és j oszlopokban is legfeljebb két értéket
vesznek fel, akkor az Osszes tobbi oszlopban is legfeljebb két kilonbozé értéket
vesznek fel. Ekkor viszont, ha n > 3, akkor az a) esetre jutunk vissza.

Azt kaptuk tehat, hogy az egyes oszlopokhoz tartozé parok diszjunktak. Je-
gyezziik meg, hogy s2(L%;) = 4, s2(L2%3) = 5.

(iii) Az s2(L";) < n + 2 felsd korlatot a kovetkez6 konstrukeid bizonyitja:

0 0 0
1 1 1
2 0 . 0
0 2 . 0
00 2

4.1. Probléma. Hatarozzuk meg so(L™,)-et, s2(L3,)-at és s2(Ly)—et.

4.2. Probléma. Hatarozzuk meg s5(L*,) nagysigrendjét rogzitett k és nagy n
esetére.

Az adatbdzisok elméletében fontos szerepe van a lezarasok direkt szorzatanak.
Ha £ egy lezdrds az U alaphalmazon, A pedig a V halmazon (U NV = @), akkor £
és N direkt szorzata az U UV alaphalmazon a kovetkezéképpen definidlt fiiggvény:

(LxN)A)=L(ANU)UN(ANYV).

Koénnyen lathatd, hogy ez is egy lezaras.
4.6. TETEL. Legyenek L és N lezdrasok az U ill. V alaphalmazokon. Ekkor
8p(L X N) < 5p(L) + 5,(N) — p.
Bizonyitds. Ha £ vagy N valamelyike nem reprezentalhatd, akkor értelmezziik

az sp—t végtelennek. Ekkor az egyenldtlenség trivialis. Legyen tehat M; egy
minimalis reprezentalé matrixa L-nek, M, pedig N-nek. Képezzik a kovetkezd

matrixot:
Q W
M=|R T|,
Y P
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ahol Q az M-bdl az utolsé p sor levagasaval keletkezik. W az M3 elsd sora annyiszor
véve, ahany sora van Q-nak, R az M;, T pedig az M, els6 p sora, P tigy keletkezik
M>-bél, hogy elsd p sorat levagjuk, végil Y pedig M; utolsé sora annyiszor véve,
ahany sora van P-nek.

Tegyiik fel, hogy y € U és y & (L x N')(A) valamely A C UNV-re. Ez pontosan
akkor van, ha y ¢ L(ANU), azaz M;-nek van p + 1 sora, melyek A-n legfeljebb p
értéket vesznek fel, de y—n mind kiillénb6znek. Ez a p+ 1 sor fellép az M matrixban
is, mégpedig ugy, hogy a V-re vald kiterjesztésiikben legfeljebb p kiilonbozd érték
lép fel, azaz y & Tnmpp(A).

Legyen most y € (£ x N)(A), és legyenek ro,...,r, olyan kiilonbozé sorok,
melyek A-ban legfeljebb p értéket vesznek fel. Ha az ry,. .., r, koziil legalabb kettd
esik az Y részre, illetve még R utolsé sora valamelyik, akkor y—ban az a két sor
megegyezik, tehat rg,...,r, legfeljebb p értéket vesz fel y-on. Ha viszont csak
legfeljebb egy sor esik az r;j—k kozul a matrix ,,als6” felébe, akkor az A-n és y—on
felvett értékeik ugyanazok, mint az M, megfelelS soraé, tehat y € Tapp.

4.3. Probléma. Milyen feltételekkel all a 4.6 tételben egyenldség?
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BRANCHING DEPENDENCY IN RELATIONAL DATABASES
J. DEMETRoOVICS, G. O. H. KATONA and A. SALI
A relational database model can be considered as a matrix, where the individuums are the

rows and the attributes are the columns. A well-known notion in this theory is the notion of
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functional dependencies. If A is a set of columns and b is a column then b is said to depend on
A if there are no two rows different in b but identical in A. This concept is generalized here. Let
p < g be positive integers. We say that b (p,q)-depend on A if there are no ¢ + 1 rows having
all different entries in b but having at most p different entries in the columns of A. Several results
known for the traditional dependencies are generalized.
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