Alkalmazott Matematikai Lapok 15 (1990-91) 163-179

PARCIALIS FUGGOSEG RELACIOS ADATBAZISOKBAN®

DEMETROVICS JANOS, KATONA GYULA és MIKLOS DEZSO
Budapest

Az Armstrong féle funkciondlis figgéség fogalminak gyengitésével kapjuk a relaciés adat-
bézisokon értelmezett parciilis fiiggdség fogalmit. Megmutatjuk, hogy a parcidlis fliggdségek
6l jellemezhetd8k az adatbézis attributum-halmazin definidlt parcislis fuggvények Altal alkotott
parcidlisan rendezett halmaz lezirasaival. Mas oldalrél, sziikséges és elégséges feltételt adunk
ahhoz, hogy egy ilyen lezarishoz taldljunk az adott attributum-halmazon olyan adatbazist, ami
altal definidlt parciilis fiiggdségek pont az adott lezirist generaljik. Megvizsgiljuk azt is, hogy
milyen tulajdonsigi fliggdséget definidlnak a parcislis fiiggdségek az attributumok részhalmazai
altal alkotott parcidlisan rendezett halmazon és hogy ezek miképpen realizilhaték adatbazisokkal.

1. Bevezetés

Ebben a dolgozatban reliciés adatbazisok egy jfajta fiiggdségét, az tin. parci-
dlis figgdséget vizsgaljuk, amely elSszor [4]-ben keriilt bevezetésre. Az adatbazisok
modelljének itt a matrixot tekintjiik. A matrix oszlopai, azaz az egyes lehetséges
tulajdonsagok nevei az adatbazis atfributumai, mig a sorok, azaz az egyes elemek
tulajdonsagainak az Gsszessége az adatbdzis rekordjai.

Jeloljiik 2-val az attributumok (azaz a matrix oszlopainak) halmazait. Legyen
A CQ, be Q. A fiiggbség hagyomanyos definiciéja szerint (ARMSTRONG [1], CoDD
[2]) akkor mondjuk, hogy b funkciondlisan figg A-tél, ha az A-ban allé adatok
mar egyértelmiien meghatarozzak a b-ben 1év8 adatot is. Sok gyakorlati esetben
egy ilyen fiiggés csak majdnem teljesiil. Pl. egy nem til nagy adathalmaz esetén
(egy iskola tanuléinak adatai) a név rendszerint meghatarozza a személyt, azaz
minden mas adatot, azaz ettSl az egyelemii A adathalmaztdl minden mas b adat
funkcionalisan fiigg. ,,Csak” néhany kivétel van. A Kovdcsok, Tothok, esetleg két
unokatestvér azonos névvel. Tehdt az A-ban 1évé legtobb adat mar egyértelmiien
meghatarozza a tobbi b oszlop adatait, de néhany mas kivételes adat nem. Ezekhez
még egy (vagy tobb) azonosité adat is kell. Ez motivalja a parcialis figgdség fo-
galmanak bevezetését. Heurisztikusan szélva akkor mondjuk, hogy az A oszlophal-
mazban 3116 adatsorozattdl b parcidlisan fiigg, ha minden sorban (rekordban), ahol
A-ban ezen értékek allnak, b-ben ugyanaz az érték van.

Két indokot tudunk felsorakoztatni e struktiira vizsgilata mellett. Az egyik
elméleti. Minden funkcionélis fiiggSségi modell mégott ott van a parcialis fiiggdségek
modellje is. Ez tehit egy finomabb modell, ami azonban még mindig csak modell
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a valédi adatbazis és a funkcionalis fiiggéségi modell kozott. Tehat a ra vonatkozd
eredmények mas megvilagitisba helyezhetik a funkcionalis fiiggéségek modelljét.

A maésik indok gyakorlati. Tekintsiink egy példat. Tegyiik fel, hogy @ =
{1, %4,23,24)}, T2 funkciondlisan fiigg z,-t8l, x4 pedig z3-t6l. Az egész 4-oszlopi
matrix tarolasa helyett elegendS z, és z3 oszlopait tarolni, emellett két kis matrix
tarolasara van sziikség, amely megadja a két funkcionalis figgést. Jol lathato,
hogy ez jelentds memériamegtakaritast eredményez. Ha zz-nek z,-tdl, illetve z4—
nek z3—tol valo fiiggése csak néhany kivételes érték miatt nem teljesiil, akkor még
mindig sok taroléhelyet takarithatunk meg, ha kiilonvalasztjuk a kivételes z;, z3
parokat, és mellettiik felsoroljuk a hozzajuk tartozé zz-t és z4-et, a tobbivel meg
tigy jarunk el, mint a ,,rendesen” fiiggd esetben. Tehat ez a finomabb modell hely-
megtakaritast tehet lehetévé olyankor, amikor a funkcionalis fiiggdség segitségével
ezt nem érhetjiik el.

A dolgozat 2. fejezetében megadjuk a szlikséges definicidkat, a parcialis fiiggd-
ség definiciéjat és kiilonboz8 modelljeit. A 3. fejezetben megvizsgaljuk a parcialis
fiiggdségek realizalhatésdganak kérdését, illetve azt, hogy a parcidlis fiiggdségek
milyen struktirat hoznak létre az attributumok halmazan.

2. A parciilis fliggdség definiciéja és kiilonbozé modelljei

Az adatbazis modellje itt az M matrix, amelynek a sorai szamat m és az
oszlopai szamat n jeloli. Az oszlopokat més néven attributumoknak nevezziik, ezek
halmazat € jeloli. Az adatbazis elemein a tovdbbiakban a matrix elemeit értjiik.

Az adatbazisokon definialt fiiggéségek talan legismertebbike a funkciondlis fig-
g6ség (vagy roviden csak fuggdség), amelyet a kovetkez6 médon definidlunk: ha
A, B C Q két részhalmaza az attributumok halmazanak, akkor azt mondjuk, hogy B
funkcionalisan fiigg A-t6l, amennyiben az adatbazisnak nincs két olyan sora, mely-
ben az elemek megegyeznek az A halmazon, de legalabb egy helyen kiilonboznek a B
halmazon. Jelolése A — B. Mas szavakkal ez azt jelenti, hogy az adatbazis A-beli
oszlopaiban 1évé adatok meghatarozzdak a B-beli oszlopokban levs adatokat. Ebben
az esetben nem lényeges, hogy mik a konkrét elemek az egyes attributumoknal, csak
az, hogy ha azok két kiilonboz8 sorban megegyeznek az A-beli attributumoknal,
akkor meg kell egyezniiik a B-belieknél is. Az egyes adatbazisokat nyilvan nem
kiilonboztetik meg egyértelmiien az altaluk meghatdrozott fliggéségek, de azért
sok lényeges informdaciét tartalmaznak. A funkcionilis fiiggéségek megadott hal-
maza felfoghatd, mint azon (konkrét) matrixok modellje, amelyek kielégitik ezeket
a funkcionalis fiiggdségeket.

A funkcionalis fiiggdség gyengitésével kaphatjuk a sokkal gyengébb és konk-
rétabb parcidlis figgéséget, amely mar figyelembe veszi az egyes konkrét elemeket
is. Tegyiik fel, hogy egy adatbazisban az a; és a; oszlopokban el6fordulé elemek
nem hatarozzak meg mindig egyértelmiien a b oszlopban eléfordulé elemet, am
ha egy sorban az a; attributum értéke ry és aq attributum értéke ry, akkor a b
attributum értéke r3, azaz egyértelmien meghatarozott. Ezt a tényt ugy fogjuk
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jelolni, hogy (ay,as;ri,r2) — (b;r3). Az altaldnos definicidhoz sziikségiink van
a parcidlis figgvény fogalmara. Ha az a; attributum lehetséges értékeinek a hal-
maza az adott adatbazis esetén D; és r; € D;, akkor a = (ay,...,ak; 71,...,7%)-t
parcialis figgvénynek hivjuk, amennyiben az a; elemek az  kiilonbozd elemei. Az
a = (ay,...,ax; r1,...,rg) parcialis fuggvény értelmezési tartomdnya az ET(a) =
{a1,...,ax} halmaz, értékkészlete pedig az EK(a) = {r1,...,7} halmaz. Azt
mondjuk, hogy a 8 = (by,...b;s1,...,5) parcidlis fiiggvény figg az a—tdl (és gy
jeloljiik, hogy a — (), ha minden olyan sorban, amelyben az a; oszlopokban r;
elemek vannak (1 <i < k) a b; oszlopokba s; elemek keriilnek (1 < j <1).

Természetesen a fenti definicié nem értelmezhetd az dsszes parcialis fliggvényre
egy adott adatbazis esetében, csak azokra, amelyek koherensek, azaz el6fordulnak
az adatbazis valamelyik sordban (vagy, kényelmi szempontokbdl feltehetjiik, hogy
az ,, értelmetlen”, nem koherens parcidlis fiiggvényektdl az osszes koherens parcialis
fiiggvény fiigg). Mindazonaltal a koherens parcidlis fiiggvények egy szép struk-
tirat alkotnak. Ennek megadasdhoz sziikségiink van egy definiciéra. Ha o =
(ar,...,ak; r1,...,7¢) és B = (by,...,bi; s1,...,81) két parcidlis fiiggvény, akkor
a C f3, azaz o része f—nak, amennyiben {ay,...,a;} C {by,...,b;} és a; = b;-bél
kovetkezik, hogy r; = s;. Azt mondjuk, hogy a parcialis fiiggvények egy P halmaza
leszdlls struktiiraji, ha az alabbi két tulajdonséagot kielégiti:

(2.1) haa € P és B C a, akkor g € P.
(2.2) minden a € P-re létezik egy olyan v € P, amelyre o C 7,
% =UCys + » 0w ) €8 {eiznsns Gl =
Nyilvanvald, hogy egy adott adatbazis esetében a koherens parcialis fiiggvények
halmaza leszallo lesz.

Parcidlis fiiggvények uniéja és metszete is definidlhatd, (még ha az elsé csak
bizonyos parokra is) habdr kicsit mas médon, mint az egyszer(i halmazok esetében.
Legyen a = (a1,...,ax; r1,...,7%) és B = (by,...,bi; 81,...,8) két parcidlis fiigg-
vény. Kettdjik metszete az a vy parcidlis fiiggvény, amelynek az értelmezési tar-
tomanya azon c attributumok halmaza, amelyek o értelmezési tartomanyanak is és
B értelmezési tartomanyanak is elemei (mondjuk ¢ = a; = b;) és amelyekre r; = s;.
A v parcialis fiiggvény természetesen az r; = s; értéket veszi fel a c helyen. Az
uni6 értelmezése egy kicsit tobb figyelmet kivan. Az a = (ay,...,as; TlyeeoyTE)
és B = (by,...,b; s1,...,8) parcialis fiiggvényeknek csak akkor értelmezziik az
unidjat, ha a metszetiik értelmezési tartomanya megegyezik az értelmezési tar-
tomanyaik metszetével. Nem nehéz megallapitani, hogy ez pontosan akkor all fenn,
ha a két parciélis fiiggvény a mindkettdjiik értelmezési tartomanyaban eléfordulé
attributumokon ugyanazt az értéket veszi fel. Ebben az esetben értelmezhetjiik (és
értelmezziik) az unidjukként azt a y parcialis fiiggvényt, amelynek az értelmezési
tartomanya a két eredeti fiiggvény értelmezési tartomanyanak unija, és amely egy
c attributumon a kovetkezd értéket veszi fel:
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ri—t, hac=a; és c¢& {by,..., b},
sj—t, hac=0b; és c¢ {ay,...,ac},

r; =s; —t, hac=a; =0b,.
3 ) i

Az eddig megadott alapvetsé definiciok segitségével megadhatjuk a parcialis
fuggvények lezartjat, hasonléan, mint ahogy a funkcionalis fugg6ségek esetében az
Q egy részhalmazinak a lezartja adott. A definicié vilagos megadasa érdekében
azonban el6szor egy lemmat mondunk ki a parciilis fliggéségek tulajdonsagairdl.

2.1. LEMMA. Ha «, B, v, 6 egy adatbazishoz tartozd parcidlis fiiggvények,
akkor
(2.3) a = a;
(24) a — B és B — y-bol kovetkezik, hogy o — v;
(2.5) a C v, 8 C B és a — P-bdl kévetkezik, hogy v — §;
(2.6) haa — B, v — 6 és aU~ Iétezik és koherens, akkor BU§ is létezik és koherens,
ésalUy — UG

Bizonyitds. (2.3) nyilvanvalé. A tovabbiakban legyen a = (ai,...,ax;
Pryoeny TE)s B = (Byy oo iby; 815 ,81); €8y = (€1 v4Cp; Yinvonnlp) Ha @ — B
és f — v, akkor az adatbazis minden olyan sordban, ahol az a; oszlopokban r;
elemek allnak a b; oszlopokba s; elemek keriilnek, és igy a cj, oszlopokba t; elemek
lesznek, azaz @ — <, ami bizonyitja (2.4)—et.

(2.5) bizonyitasdhoz elég beldtni, hogy a C y-bdl kovetkezik, hogy v — a,
ami éppen ugy nyilvanvalé a definicidkbdl, mint (2.3). Akkor viszont az itteni
feltételekbdl v — o, o — 3 és B — & kovetkezik, amelyek a — relacié (2.4) szerinti
tranzitiv volta miatt v — é—t adjak.

(2.6) bizonyitasakor legyen é = (dy,...,dg; u1,...,uq). Ha a és v két parcidlis
fiiggvény, akkor a ,,a U v létezik és koherens” feltétel azt jelenti, hogy léteznek
sorok, amelyek az a; oszlopokban r; értékeket vesznek fel és a cj, oszlopokban t;
értékeket, beleértve azt is, hogy amennyiben valamely a; = cj, akkor r; mege-
gyezik ty—val. Ezekben a sorokban viszont a o — f feltételbdl kovetkezden a b;
oszlopokban s; értékeknek és az dg oszlopokban ug értékeknek kell szerepelniiik. Ez
természetesen maga utan vonja, hogy amennyiben valamely b; = d,, akkor sj—nek
meg kell egyeznie uy—vel, azaz a BUS parcialis figgvény 1étezik (definidlt). Koherens
is lesz, hiszen minden olyan sor, amely az a U v parcidlis fiiggvényt tartalmazza,
tartalmazza fU6-t is. Természetesen az eddig elmondottak a a Uy — BUS relaciét
is bizonyitjak. (]

Ezen lemma birtokdban térjiink ra a parcidlis fiiggvények lezarasanak a defini-
cidjara. Adott adatbazis esetén egy o tetszdleges (koherens) parcidlis fuggvényhez
rendeljiik hozzd L(a)-t, azt a legnagyobb 8 parcialis fiiggvényt, ameiyre a — 8.
Itt a legnagyobb alatt azt a parcidlis fiiggvényt értjiik, amelynek az értelmezési
tartomanya a legnagyobb. Ez nyilvadn létezik az adott esetben, mivel ha oo — 3y és
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a — f3;, akkor a B és B, parcialis fiiggvényeknek a (2.6) pont értelmében létezik
az unidja és a — f; U f,. Tehdt L(a) nem mas, mint

(2.7 L(a)= | 8.

a—f

Természetesen a fenti uniéban nem kell az osszes parcialis fiiggvényt szerepeltetni,
elég azokat, amelyek egyetlen attributumot tartalmaznak. L(a) ezek birtokaban is
megkaphatd:

(2.8) L= |J 9.
a—(b;s)

Ezen L fiiggvényrdl az alabbi tulaldonsagokat allithatjuk.

2.2. LEMMA. Ha a és 8 egy adott adatbdzishoz tartozé két parcialis fiiggvény,
akkor

(2.9) a C L(a);
(2.10) a C B — bdl kévetkezik, hogy L(a) C L(B);
(2.11) L(L(a)) = L(a).

Bizonyitds. L(a) definiciéja szerint (2.9) egyszerii kovetkezménye (2.3)-nak.
(2.5) szerint o C B-bdl kovetkezik, hogy o — v maga utan vonja a # — ¥ relaciét
is. [gy minden olyan parcidlis fiiggvény, amely L(a) (2.7) szerinti definiciéjaban az
uniéban szerepel, szerepel L(B3) definiciéjaban is, azaz L(a) C L(B) fennall.

(2.11) bizonyitdsahoz (2.9) szerint elég belatni, hogy L(L(@)) C L(). Tegyiik
fel, hogy a c attributum eleme L(L(a)) értelmezési tartomanyinak, azaz valamely
(¢;5) parcialis fiiggvény szerepel L(L(a)) (2.8) szerinti el8allitasaban. Ekkor, defi-
nici6 szerint, L(a) — (b;s). Ugyanakkor, megint csak definicié szerint o — L(a),
és igy a — relacié 2.1. lemmaban bizonyitott tranzitivitisa miatt o — (b; s), tehat
a (b; s) parcialis fiiggvény szerepel L(a) (2.8) tipust el8allitsiban. a

Egy olyan L fiiggvényt, amely parcialis fiiggvények egy leszallé tulajdonsagi
halmazan van értelmezve és kielégiti a (2.9)-(2.11) tulajdonsagokat, figgvény-lezd-
rdsnak [4] neveziink. Bizonyitottuk tehat, hogy az a a — L(a) figgvény, amely
egy adott adatbazis esetén az o parcislis fiiggvényhez hozzarendeli annak (2.7) sze-
rinti lezdrtjdt, egy fiiggvénylezirds. Ezen fejezet tovabbi részében a funkcionalis
fuggbségbdl kapott szokdsos matematikai lezaras és maga a fliggéség kapcsolatanak
[3, 4]-ben elvégzett ill. talalhaté vizsgalatait ismételjiik meg parcialis fiiggéségekre.

Elészor is megjegyezziik, hogy egy (adott adatbazishoz tartozo) parcialis fiiggs-
ségbdl kapott L fliggvény-lezaras egyértelmiien meghatarozza a parcidlis fiiggdséget.
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2.3. LEMMA. a — 8 pontosan akkor all fenn, ha g C L(a).
Bizonyitds. Nyilvanvalé L(a) (2.7) definicigjabdl. O

Egy o parcilis fiiggvényrdl azt mondjuk, hogy egy adott adatbazishoz tar-
tozik, ha a koherens az adatbazisban. Legyen T (egy adott adatbazishoz tartozd)
parcialis fiiggéségekbdl alkotott rendezett parok csalddja. Azt mondjuk, hogy a T
egy figgéségi csaldd, ha a T-bdl definialt

a — [ akkor és csak akkor, ha (a,3) € T

— reldcié kielégiti a (2.3)—(2.6) tulajdonsdgokat.

A 2.1. lemmaban lattuk, hogy ha a T csaladot tgy definidljuk, hogy (o,8) € T
pontosan akkor, ha B fiigg a-tél, akkor igy egy fliggdségi csalddot kapunk. A
2.2. lemmaban a lezdras tulajdonsagairél bizonyitottak abbdl kovetkeztek, amit
a — relaciérdl a 2.1. lemméban bebizonyitottunk, tehdt egy L fiiggvény-lezaras
fiiggvényt minden fiiggdségi csalddhoz definidlhatunk.

2.4. TETEL. Az ugyanazon alaphalmazon értelmezett T fiiggdségi csaladok és
L fiiggvény-lezdrasi operdcidk kozott egy egyértelmii megfeleltetés adhato meg az
alabbiak szerint:

(2.12) T — L(a) = U (b;s).

(a,(b;s))ET

A megfeleltetés inverzét az alabbiak szerint kapjuk.
(2.13) LT = {(ef): 8 C L(@)}.

Bizonyitds. Azt, hogy az —; megfeleltetés altal adott operdcié fiiggvény-le-
zaras lesz, lényegében a 2.2. lemmaéban bizonyitottuk. Most belatjuk, hogy a
(2.13) altal adott csalddok fiiggdségi csaladok lesznek, azaz kielégitik a (2.3)—(2.6)
feltételeket. (2.3) abbdl kovetkezik, hogy L kielégiti a (2.9) feltételt. Ha 8 C L(a)
és v C L(B), akkor (2.10) és (2.11) szerint y¥ € L(B) C L(L(e)) = L(a), azaz (2.4)
fennal T-re.

(2.5) a definiciokbdl és a (2.10) tulajdonsagbdl kovetkezik. Ha o C v, 8§ C 3 és
B C L(«), akkor § C 8 C L(a) C L(y), azaz (v,6) € T.

Végiil (2.6) bizonyitasa egy kicsit bonyolultabb gondolatmenetet igényel. Mivel
a U 7 létezik és koherens, L(a U7) is létezik és koherens. A parcialis fiiggvények
uniéja definiciéjabél konnyen lathaté, hogy ha két parcidlis fiiggvénynek létezik
k6z6s majoransa, akkor az unidjuk is létezik, s6t ha a majorans koherens, akkor az
unié is az lesz. Marpedig ebben az esetben f C L(a) C L(aUy) és 6 C L(vy) C
L(a U 7), azaz B U § létezik, koherens, és természetesen része L(a U v)-nak, ami
éppen (2.6) konkliziéja.

Azt kell még belatnunk, hogy a két megfeleltetés egymas inverze. Tekintsuk
elészor a T fiiggdségi csaladhoz hozzarendelt L fliggvény-lezdrasbdl kapott T fug-
gbségi csaladot. Ha egy (o, B) par eleme Ti-nek, akkor 8 minden attributuma a 3
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altal ott felvett értékkel szerepel L(a) (2.12) el6allitdsdban Ty (2.5) tulajdonsiga
szerint, azaz § C L(a), ami maga utan vonja, hogy (@, ) € T;. Forditva, ha egy
(o, B) par eleme a T csalddnak, akkor B C L(«), azaz 8 minden b attributumara és
a [ ltal ott felvett s értékre a — (b;s), azaz a T} csalad (2.6) tulajdonsiga szerint
o _’ﬂ’ (Q)ﬂ) € Tl-

Végiil legyen az L, lezarasbdl (2.13) szerint kapott T' csalddhoz rendelt lezaras
L, és o egy tetszdleges koherens parcidlis fiiggvény. L;(a) minden b attributumara
és az ott felvett s értékére (b;s) C Li(a), igy (a, (b;5)) € T. Ebbé] viszont a (2.12)
definicié szerint Ly(a) = Li(a). O

Az eddigiekben tehdt lattuk, hogy a parcidlis fiiggéségek egyértelmiien jelle-
mezhetSk a megfelel§ fiiggvény-lezdrassal (2.2. lemma), vagy a (Iényegében a fiiggs-
séggel azonos) megfelels fiiggdségi csaldddal (2.4. tétel). A fiiggvény-lezaras nyilvan
egyszeriibb struktiira, mint a fliggéségi csalad, igy ennek vizsgalataval foglalkozunk
a fejezet hatralevé részében. Ugyanakkor megjegyezziik, hogy nem minden, a
parcidlis fiiggvényeken értelmezett fiiggvény-lezaras (és igy az annak megfeleld par-
cialis fiiggdség) 4ll el6 mint valamely adatbazishoz tartozé fiiggvény-lezaras. Ennek
a kérdésnek a kozelebbi vizsgalatira a 3. fejezetben tériink ki.

Egy a parcidlis fliggvény (egy adott adatbazisban, ill. annak L fiiggvény-le-
zdrasa szerint) zdrt, ha « = L(a). A funkciondlis fiigg8ségek esetében az Q zart
részhalmazai egyértelmiien meghatarozzak a lezarast ill. a fiiggéséget [3]. Hasonlé
allitas igaz a parcialis fuggdségek esetére is.

2.5. TETEL. Legyen G ugyanazon Q alaphalmazon értelmezett parcialis fiigg-
vények egy csalddja. Ekkor G pontosan akkor lesz egy valamely L fiiggvény-lez4-
rashoz tartozé zdrt parcidlis fliggvények csalddja ha

(2.14) minden o € G-re létezik egy olyan ¥ € G, amelyre a C v,
y={e1,...,cn;...} és{c1,...,en} =
(2.15) o, B € G-bél kivetkezik, hogy aNpP € G.

Bizonyitds. ElGszor lassuk be, hogy az adott fiiggvény-lezarashoz tartozé zart
fuggvények csaladja kielégiti (2.14) és (2.15)-6t. (2.2) szerint minden a-ra, és persze
igy minden zart a-ra is létezik egy (2.14)-et kielégits v. (2.9) szerint erre a y-ra
v € L(7), de persze L(y) C 7 is fenndll, igy v zart.

Legyenek most o és ( zdrt parcialis fiiggvények. Ekkor a = L(a) és B =
L(B). aNfB C a, és igy (2.10)-b8l kdvetkezik, hogy L(anpg) C L(a) = a. Hasonléan
lathat6 be, hogy L(a N @) C L(B) = B, és igy a parciilis fiiggvények metszete
definici6jabdl kénnyen lathatéan L(a N B) C an 3. Ennek a forditottja kovetkezik
(2.9)-bél, igy L(an B) = aN B, azaz a@ N B is zirt parcidlis fliggvény az adott
lezarasban.

Legyen most G egy tetszSleges parcidlis fiiggvénycsalad, amely kielégiti (2.14)
és (2.15)-Gt. Meg kell adnunk egy olyan L fiiggvény-lezarast, amelyben a zart
fiiggvények pontosan G elemei. Legyen a fiiggvény-lezaras azokon a parcialis figgvé-
nyeken értelmezve, amelyeket G valamely maximalis tagja (azaz olyan tagja, amely-

Alkalmazott Matematikai Lapok 15 (1990-91)



170 DEMETROVICS J.,, KATONA GY. és MIKLOS D.

nek az értelmezési tartomanya Q) tartalmaz. Ezekre a parcidlis fliggvényekre legyen

L= () 8

aCPeG

L értelmezési tartomanyanak valasztasa kovetkeztében a fenti metszet nem iires.
(2.9) és (2.10) tulajdonsagok a definiciébdl kovetkeznek. Ha a € G, akkor o szerepel
a metszetben, és a metszet minden mas tagja nagyobb a-nél, tehit L(a) = a. (2.15)
szerint minden a-ra L(a) € G, tehat L(L(a)) = L(a), azaz (2.11) is fennal, L egy
fiiggvény-lezaras. Azt kell még belatni, hogy egy a parciilis fiiggvény pontosan
akkor zart, ha benne van G-ben. Mint lattuk, a G a elemeire o = L(«) igaz, igy
ezek zartak. A zart elemekre viszont @ = L(a), és mivel L(a) benne van G-ben,
igy a is. a

A fenti tételben a (2.15) tulajdonsagot gy is megfogalmazhatjuk, hogy G zart a
metszetre. A (2.14) és (2.15) tulajdonsigokat kielégits parcialis fiiggvény csaladokat
parcidlis metszet-félhdléknak fogjuk nevezni.

Lattuk, hogy a zart parcidlis figgvények csaladja mindig parcialis metszet-
félhalokat alkotnak. A fiiggvény-lezarasbél nyilvan egyértelmiien kaphaté meg a
metszet-félhals. Bebizonyitjuk ennek az ellenkezsjét is.

2.6. TETEL. Az ugyanazon alaphalmazon értelmezett G parcidlis metszet-
félhalok és L fiiggvény-lezdrasi operacick kézott egy egyértelmii megfeleltetés ad-
haté meg az alabbiak szerint:

(2.16) G- La)= ()] 8.

aCpeg

A megfeleltetés inverzét az alabbiak szerint kapjuk.

(2.17) L—26G={a:L(a)=0a}.

Bizonyitds. Mar belattuk az el6z6 tételben, hogy a (2.17) definicié egy parcialis
metszet-félhalét, a (2.16) pedig egy fliiggvény-lezdrasi operaciét hoz létre és (2.17)
megadja az Osszes parcialis metszet-félhalét. Lassuk be, hogy —3 injektiv. Legyen
L, és L, két kiilonbozé fiiggvény-lezards ugyanazon az alaphalmazon és G; és G a
megfeleld parcidlis metszet-félhalok. Akkor létezik egy a parcialis fiiggvény, amelyre
vagy Li(a) és Ly(a) kiilonboz8k, vagy pedig csak az egyik van definidlva. Ha L;(«a)
létezik és Lo(a) nem, akkor az elébbi nem lehet eleme Gy—nek, hisz akkor L,—ben
lenne egy zart parcialis fliggvény, ami tartalmazza a-t, és igy Lo(a) is értelmezve
lenne. Tehéat ekkor Li(a) € G és La(a) & G2, igy G1 # G2. Ha mind Ly(a),
mind L,(a) léteznek, csak kiilonbozdek, akkor létezik egy (b;s) egyetlen helyen
értelmezett parcidlis figgvény, amelyet L;(a) és Lo(a) pontosan egyike tartalmaz.
Legyen (b;5) C Li(a) és (b;8) ¢ La(a). Ekkor (2.10) kovetkezményeként, mivel
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a C Ly(a), Li(Lz(a)) tartalmazza Li(a)-t, tehat Li(Ly(a)) tartalmazza (b;s)-
et. Ugyanakkor Lo(a) létezik, igy (2.11) szerint Ly(Ly(a)) = Lo(a) is 1étezik, de
ez mar nem tartalmazza (b;s)—et. Tehdt az Ly(a) parcidlis fiiggvény lezartja L;—
ben nagyobb Ly(a)-nal, azaz G, nem tartalmazza Ly(a)-t, amit viszont G; nyilvan
tartalmaz.

Mar csak azt kell belatni, hogy a (2.16) szerinti operaci6 a (2.17) szerintinek az
inverze. Legyen az L, fliiggvény-lezarashoz rendelt G; parciilis metszet-félhalébdl
kapott lezaras L, és a egy tetszileges parcialis fliggvény az adott alaphalmazon. Ha
Ly(a) adott, akkor L,(a) € G, és igy (2.16) szerint Ly(«) is definidlva van, sdt az
el6z6 tételben bizonyitottak szerint egyenls is Li(a)-val. Ha viszont Lz(a) adott,
akkor G tartalmaz a—t tartalmazo parcialis figgvényeket, azaz lezarasa definidlt L,-
ben is. Viszont lattuk mar, hogy L, (a) létezésébdl kovetkezik, hogy Li(a) = La(a).

(]

Az a tény, hogy a zart halmazok rendszere egyértelmiien leirja a lezarasi ope-
raciot és igy a fuggoséget, nagy mértékben lecsokkentheti az informacié taroldsara
igénybe vett helyet és egyszeriisitheti az informaciétarolas struktirajat a funkcio-
nalis fliggbségek esetében.

Ellentétben ezzel, a parcidlis fiiggdségek esetén a zart halmazok rendszere egy
adott adatbazisra nemhogy egyszerlibb (és igy egy kicsit kevesebb, de sok eset-
ben még mindig elegendd informaéciét hordozd) struktirat alkotnak, hanem bonyo-
lultabbat. Gondoljunk csak arra, hogy az adatbazis minden sora sziikség szerint
egy zart parcidlis fiiggvényt ad (lényegében (2.14)), de ugyanakkor még rengeteg
mas zart parcialis fiiggvényiink lehet. Tehat egy sokkal bévebb struktirank van,
amely természetesen nem hordozhat t6bb informdciét, mint az eredeti adatbazis.
Ezen redundancia felolddsdhoz még visszatériink a kovetkezé fejezetben is. Most
itt azt prébaljuk megvizsgilni, hogy hogyan tudjuk a zirt fiiggvények egy olyan
részhalmazat kivenni, amely még mindig hordozza az 6sszes informacidt, vagy leg-
alabbis annak egy nagy részét.

A (2.15) tulajdondonsdgbdl kovetkez8en a G parcialis metszet-félhalét az e-
lemei szamanadl sokkal kevesebb tagjival is meghatirozhatjuk. Jelolje M(G) a G
azon v elemeinek a halmazat, amelyek nem allnak el mint a G két masik tagjanak
a metszete, azaz amelyekre nem léteznek olyan a, 8 elemei a G-nek amelyek mind
kiilonbozdéek y-tél és amelyekre ¥ = anNpB. Nyilvinvalé, hogy egy adott adatbazishoz
tartozd parcialis metszet-félhalé esetén az adatbazis sorai, mint parcialis fiiggvények
elemei lesznek M(G)-nek, de valdsziniileg egyéb parcialis fiiggvények is.

e

2.7. LEMMA. Egy G parcidlis metszet-félhalé minden eleme el64ll mint néhany
(> 1) M(G)-beli parciilis fiiggvény metszete, de M(G)-nek nincs egyetlen valodi
részhalmaza sem, amelyik ezzel a tulajdonsdggal birna.

w s

Bizonyitds. Bizonyitsuk elSszor az elsS allitast. Ha van olyan eleme G-nek,
ami nem 3all el a megkivant médon, akkor legyen o egy maximalis ilyen. Az M(G)

elemei el6allnak, mint egyetlen M(G)-beli elem metszete, igy o € M(G). Akkor
viszont a = # Ny, ahol B és ¥ a—tSl kulonbozd elemek és igy annal nagyobbak is,
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tehat eléallnak M(G)-beli elemek metszeteként. § és v metszetként valé elSallitasat
behelyettesitve a # N~ képletbe kapjuk a egy eldallitasat, mint néhany M(G)-beli
halmaz metszete.

Ha viszont egy a parcialis fiiggvényt kitorlink az M(G)-bél, akkor éppen ez az
a parcidlis fliggvény nem lesz eléallithat6, mint néhany M(G)-beli elem metszete.
Ha ugyanis el6allithaté lenne, akkor vegyiink egy olyan el8allitast, amely minimalis
szamu tagot tartalmaz. A tagok szama nyilvan legaldbb 2, és igy a = 8N (MN:iB:),
ahol 3 és az osszes B; elemek M(G)-bél valdk. Tehat B # a és a minimalitds miatt
NiBi # a, azaz a el8allt mint két tdle kiilonb6z6 G-beli elem metszete. Ez viszont
a definicié szerint ellentmond annak a ténynek, hogy aa € M(G). D

A kovetkezd két tétel leirja az M(G) csalddokat és azok viszonyat a parcialis
metszet-félhalokhoz.

2.8. TETEL. Parcidlis fiiggvények egy Z csalddja pontosan akkor egyezik meg
egy valamely G parcidlis metszet-félhalohoz tartozé M(G) csaldddal, ha kielégiti az
alabbi feltételeket:

(2.18) minden o € Z-re létezik egy olyan v € Z, amelyre o C 7,
y={c1,.--, ¢nj...} és{c1,...,en} = Q;
(2.19) haa=N_, @, (r>1), a,a1,...ar € Z, akkor a = «; valamely i-re.

Bizonyitds. Legyen eloszor G egy tetszéleges metszet-félhalo. Akkor M(G)
(2.18) tulajdonsiga kovetkezik a (2.14)-bsl. (2.19)-hez legyen a = (\._, a;, (r > 1),
a,ay,..., 0, € M(G). Ekkor @ = (e; N - Na,_1)Na,, ésitt a,ay,...,a,, a; N
---Nay_1 € G, valamint a minimalitds miatt a3 N--- N a,_; # «a. Tehat, mivel
a € M(G), ar = a.

Tegyiik most fel, hogy parcialis fiiggvények egy csalddja kielégiti a (2.18) és
(2.19) definiciékat. Konstrualjunk egy olyan G parcialis metszet-félhalot, amelyre
M(G) = Z. Legyenek G elemei az 6sszes Z-bdl formalhaté metszetek. Ahhoz, hogy
az igy kapott struktira egy parcidlis metszet-félhalé legyen, azt kell belatnunk 2.7
lemma szerint, hogy Z egyetlen eleme sem &ll els, mint téle kiilonb6z6 két G-beli
elem metszete, de a G — Z-beli elemeket el6 tudjuk allitani igy.

Tegyiik fel eloszor, hogy o € Z2, a = N7y, B,y € G. A definici6 szerint 3 és v
eléallnak, mint Z-beli elemek metszetei, tehat a-ra is kapunk egy ilyen elallitast.
Viszont minden ilyen el6allitasban (2.19) szerint az egyik tag o, tehat 3 és v egyike
is a kell hogy legyen.

Tegyiik most fel, hogy &« € G — Z. Akkor a-t felirhatjuk, mint & = a; N

-Nas; s > 2, a1,...,a, # a. Tegyiik fel hogy a felirdsban s—t minimalisnak
valasztottuk. Akkor ey N+ Na,_y #a,ésigy a=(a;N---Na,_;)Na, az o két
tole kiillonbo6zé G-beli elemként vald elballitasa. O

A (2.18) és (2.19) tulajdonsdgokat kielégitd parcialis figgvény csaladot metszet-
mentes csaladoknak nevezzitk. Az aldbbiakban bebizonyitjuk, hogy a metszet-
mentes csaladok egyértelmiien meghatarozzak a parciilis metszet-félhalokat.
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2.9. TETEL. Az ugyanazon alaphalmazon értelmezett G parciilis metszet-
félhalok és Z metszet-mentes parcidlis figgvény csalidok kozott egy egyértelmii
megfeleltetés adhaté meg az alabbiak szerint:

(2.20) G —1 M(G).
A megfeleltetés inverzét az alabbiak szerint kapjuk.
(2.21) Z—G={ayN---Na,, r>1, aj,...,a, € Z}.

Bizonyitds. A 2.6 tétel bizonyitdsdhoz hasonléan el8szor azt latjuk be, hogy a
—1 hozzarendelés injektiv (azt mar lattuk az el8z8 lemmaban, hogy az értéke egy
metszet-mentes csalad lesz). Legyenek G; és Go két kiilonbozd parcialis metszet-
félhalo és tegyiik fel, hogy a € G, de a & Go. Akkor a 2.7 lemma szerint « el33ll, mint
néhany M(G1)-beli parcidlis fiiggvény metszete, de nem allhat el, mint néhany
M(Gz2)-beli parcidlis fiiggvény metszete. [gy tehdt M(G,) # M(G2).

Azt is lattuk mar a 2.8 tételben, hogy a —, operacié értékkészlete az Gsszes
metszet-mentes csalad. Mdr csak azt kell belatni, hogy (2.20) inverze (2.21). Ren-
delje hozzd M(G,)-hez —» Go—t. Ha egy o parcialis fiiggvény eleme G;-nek, akkor
az M(G) definici6ja és a 2.7 lemma szerint el84ll, mint néhany M(G,)-beli parcialis
fuggvény metszete, igy a € G; is fenndll. Ha viszont o € G,, akkor lényegében a
2.8. tétel bizonyitdsdnak a masodik felében leirtak szerint o € G, is, azaz G, = G,.

a

3. A parciilis fliggéségek realizaldsa

Az eddigiek szerint a parcialis fiiggvények metszet-mentes csalddjai egyértel-
miien leirjdk a parcialis fliggvény-lezarasokat ill. a parcialis fliggdségeket. Mast
nem is varhatunk, hiszen (2.18) és a 2.9. tétel azt is jelentik, tobbek kozott, hogy
egy adatbazis minden sora szerepel mint parcidlis fiiggvény az adatbdzis dltal meg-
hatdrozott metszet-mentes csalddban. Ugyanez az allitds viszont mar nem igaz
az adatbdzisok és metszet-mentes csalddok viszonyara. Noha a 2. fejezetben bi-
zonyitottuk, hogy egy adatbazis egyértelmiien meghatdrozza a metszet-mentes csa-
ladot, ennek forditottjabol még csak annyit lattunk, hogy a metszet-mentes csaldd-
hoz egyértelmien tartozik egy parcialis fiiggéségi csalad, vagy még pontosabban
egy figgvény-lezdras. Azt nem, hogy taldlunk egy megfelelé adatbazist is. Persze
ha taldlunk egyet, akkor az egyértelmi, hiszen sorai a fentiek szerint adottak. (A
tovabbiakban is feltessziik, hogy a parcialis fuggvényeink értelmezési tartomanya
mindig része ugyanannak az alaphalmaznak.)

Azonban nem mindig létezik ilyen adatbazis. Legyenek a parcialis fiiggvények
metszet-mentes halmazdnak elemei (a,b,c;p,q,r) és (a,b;p, q). Az ehhez tartozd
adatbdzis csak az (a,b,c) attributum-halmazii és az egyetlen (p,q,r) sorbél allé
adatbazis lehetne. Ehhez viszont egy olyan fiiggvény lezaras tartozik, aminek a
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parcialis fiiggvényekbél 4ll6 metszet-mentes halmaza csak az egyetlen (a,b, c;p, ¢, 1)
fiiggvénybdl all.

A fentebbi példiban az okozta a bajt, hogy volt olyan nem Q-n értelmezett
elemiink, amely nem &llt el metszetként. Beltjuk, hogy ez soha nem fordulhat
eld.

3.1. TETEL. Legyen G egy adatbdzis zart parcidlis fiiggvényei dltal alkotott
parcidlis metszet-félhdlé. Akkor G minden olyan eleme, amely nem az (}-n van
értelmezve, elddll, mint két, téle kilonbozé G-beli elem metszete.

Bizonyitds. Legyen {ay,...,ax} egy valédi részhalmaza Q-nak és a = (ay, ...,
ax; r,...,Tk) egy zart parcidlis fiiggvény, azaz G egy eleme. ElSszor beldtjuk,
hogy o két téle kiilsnboz8 G-beli parcislis fiiggvénynek is a (valédi) része. Legyen
c € dec ¢ {ay,...,ar}. Az, hogy az a = (ay,...,a;71,...,7}) parcidlis
fiiggvény zart azt jelenti, hogy létezik két olyan s,t adat és az adatbazisnak két
olyan sora, amelyek a (ay,...,ar,c; r1,...,7,8) ill. a (a1,...,ak,¢m1,...,7,t)
parcidlis fiiggvényeket tartalmazzak. Legyen (ay,...,ax,¢;r1,...,7k,8) lezartja 3
és (ay,...,ax,c;r1,..., Tk, t) lezdrtja 5. Ekkor 3 és «y valéban tartalmazza a—t, tehat
BNy 2 a.

Legyen most 3 és v két olyan, az a-tdl kiilonbozd zart (azaz G-beli) parcidlis
fiiggvény, amelyre BN~y D o és az ET(BN7) - ET(a) halmaz nagysiga minimalis.
Ekkor persze a (2.15) tulajdonsag szerint 8 N+ is G-beli. Tegyiik fel, hogy a
ET(8 ﬂ'f)-l::'l‘(a) halmaznak van legaldbb egy, mondjuk c eleme, és a BN~y parcialis
fliggvény s értéket vesz fel a c helyen. Az o = (ay,...,ax;r1,...,7¢) parcidlis
fiiggvény zart, igy az adatbazisnak létezik egy olyan sora, ami tartalmazza a—t, de a
¢ helyen egy mas, mondjuk ¢ értéket vesz fel. Legyen 6 az (ai,...,ak,¢;71,...,Tk, 1)
parcialis fiiggvény lezartja. Ekkor § D a, tehdt (3Ny)Né 2 a. Ugyanakkor a (8N7)
és a 6 parcialis fiiggvények kiilonbozd értékeket vesznek fel a ¢ helyen, igy ¢ mar nem
eleme (8 N+v) N6 értékkészletének, azaz ET(8 N ) — ET(a) szigorian tartalmazza
ET{(8N7) N6} — ET(a)-t ami ellentmondas. Igy az ET(8N7v) — ET(a) halmaz
iires kell hogy legyen, azaz B N~y = a. Tehit a-t valéban eldallitottuk, mint két,
téle kiillonbozé G-beli parcidlis fiiggvény metszetét. O

Tehdt egy adott adatbazis esetén az M(G) halmaz minden eleme az Q-n kell,
hogy értelmezett legyen, azaz M(G) kielégiti az alabbi feltételt:
(3.1) minden o € M(G)-re @ = {c1,...,¢n;...} és {c1,...,6n} =

Parcialis figgvények ilyen tulajdonsagi halmazat a tovabbiakban parcialis fiigg-
vények nagy halmazinak fogjuk nevezni. A nagy halmazok mar kielégitik azt
az elvarast, hogy realizalhatok lesznek (természetesen egyértelmiien) adatbazisok
parcialis fligg6ségi relacidival.

3.2. LEMMA. Legyen M a parcialis fiiggvények egy adott Z nagy halmazahoz
tartozé azon adatbdzis (mdtrix) amelynek attributumai (oszlopai) az (1 elemei és
amelynek sorai a Z-beli (és igy tehat a teljes Q halmazon értelmezett) parcialis
fiiggvények. Akkor az M adatbdzishoz a 2. fejezetben leirtak szerint hozzarendelt
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metszet-mentes csalad éppen Z; vagy ami ezzel ekvivalens, az M &ltal meghatdro-
zott parcialis fiiggéségek rendszere (fiiggségi csaldd) megegyezik a Z—hez egyértel-
miien tartozo flggoségi csaladdal.

Bizonyitds. A bizonyitashoz meg kell gondolni, hogy mit jelent az o — g relacié
M-ben, ill. a parcidlis fiiggvények Z nagy halmaza szerint. A parcialis fiiggdeég
definicidjabal jél lathatd, hogy M-ben a — B pontosan akkor all fenn, ha M minden
olyan sora, amely tartalmazza a-t, tartalmazza -t is.

Tegyiik most fel, hogy valamely lezarasi operacié (és igy a hozza tartozd parci-
alis metszet-félhalo és a parcidlis halmazok nagy halmaza — mivel mar csak olyan
lezarasi operacidkat tekintiink, amelyekhez tartozé metszet-mentes halmazok ,,na-
gyok” is egyben) szerint @ — 3, azaz 8 C L(«). Ez a félhdléban éppen azt jelenti,
hogy minden olyan félhédlobeli (azaz zart) parcialis fiiggvény, amely tartalmazza a—
t, tartalmazza §-t is. A parcialis fiiggvények Z nagy halmazira pedig ez éppen azt
jelenti, hogy minden Z-beli parciélis fiiggvény, ami tartalmazza a-t, tartalmazza
B-t is. Viszont a Z parcidlis fiiggvényei éppen az adott adatbizis sorai.

A fentebb leirtak tehat azt jelentik, hogy az igy definidlt M matrixbdl kapott
parcialis figgéség megegyezik a Z nagy halmazhoz tartozé parcidlis fiiggséggel.

O

Az eddigiekben a parcidlis fiiggéségek altal meghatarozott olyan kovetkezmé-
nyekkel ill. struktirakkal foglalkoztunk, amelyek maguk a parcialis fiiggSséggel ill.
az azt megadS adatbazissal ekvivalensek voltak. A tovabbiakban azt vizsgaljuk meg
néhany esetben, hogy mi torténik akkor, ha csak gyengébb struktirakat vesziink
figyelembe.

A 2. fejezet végén vagy az ezen fejezet elején emlitett redundanciat elkeriil-
hetnénk, ha M(G)-bdl kitorolnénk a maximalis elemeket (azaz azokat, amelyek az
{2 alaphalmazon vannak értelmezve). Ekkor azonban egy iires parcidlis fiiggvény
halmazt kapnank.

Ezen probléma kikiiszobGlésére egy G parcidlis metszet-félhaléhoz megadha-
tunk egy masik struktirat is oly médon, hogy el8szor toroljiik el G-nek az Q-n
értelmezett fliggvényeit (nevezziik az igy kapott parciilis fiiggvény halmazt G'-
nek), és utdna a maradékbdl vessziik azokat, amelyek nem &llnak el mint két
masik, téle kiilonbozé G'~beli fiiggvény metszete. Nevezziik az igy kapott parcialis
fuggvény csalddot M;(G)-nek. Konnyen lithaté, hogy M;(G)-bél egyértelmiien
megkaphato az Gsszes, nem Q-n értelmezett G-beli parcialis fiiggvény. S&t, nem
nehéz meggondolni, hogy a G’ és az M, (G) viszonyara szinte szérél széra megis-
mételhetSk a 2.8. és 2.9. tételek, azzal a kiilonbséggel, hogy 2.8.-bél torolni kell a
(2.18) feltételt.

Tehat egy adott adatbazishoz iijabb struktirat rendeltiink, amely esetenként
Jjol haszndlhaté az adatbazis leirdsdhoz. Lattuk, hogy adott G metszet-félhalé esetén
az M1(G) parcidlis fiiggvény halmaz kielégiti a (2.19) feltételt. Azonban az M, (G)
parcidlis fiiggvény halmazra mar nem lesz igaz az a tulajdonsag, hogy M;(G) min-
den (a tartalmazasra nézve) nem maximalis halmaza eléall, mint két téle kiilonbdzé
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M (G)-beli parcialis fiiggvény metszete. Ezt a kovetkez6 adatbazis mutatja:

attributumok: a b c
elsd sor p s
masodik sor p q t
harmadik sor P q u

Itt a zdrt parcialis figgvények a sorokon kivill (a, b; p, ¢) és (a; p), ahol az utébbi
nem maximadlis, de mégsem metszete két masiknak.

Persze az M;(G) halmaz kielégit még egy trividlis feltételt, nevezetesen a (3.1)
feltétel ellentetjét, azaz egyetlen M,(G)-beli parcialis fiiggvény sem lehet az Q2
halmazon értelmezve:

(3.2) minden (ay,...,ak;...) € M (G)-re {ay,...,ar} valédi része Q-nak.

Kérdés, hogy a (2.19) és (3.2) feltételek jol jellemzik-e ezeket a halmazokat?

3.3. TETEL. Minden olyan Z parcialis fiiggvény halmazhoz, amely kielégiti
a (2.19) és (3.2) feltételeket, létezik egy adatbazis, amelyhez tartozé G parcialis
metszet-félhilora M,(G) = 2.

Bizonyitds. Azt bizonyitjuk be, hogy létezik parcidlis fliggvények egy olyan
G metszet-félhaldja, amelyre M(G) nemcsak metszet-mentes, hanem ,,nagy” is, és
M;1(G) = 2. Ehhez akkor 3.2. lemma szerint létezik egy &t realizalo adatbazis,
amely az itteni céloknak is meg fog felelni.

A Z minden egyes a parcidlis fiiggvényéhez felvesziink a leendd adatbazisban
két, addig még egyaltaldn nem haszndlt elemet, mondjuk a-t és b—t. Ezek utin a—
hoz definidlunk két, a teljes 2 halmazon értelmezett parcidlis fiiggvényt: mindketts
tartalmazza a-t, és az a—n kiviili helyeken az egyik a, a masik pedig & értékeket
vesz fel. Tekintsiik azt az A ,,nagy” halmazt, amelyet a Z Osszes eleméhez ily
modon felvett parcidlis fiiggvények (és csak azok) alkotnak. Az a—hoz felvett parok
metszete igy « lesz, viszont konnyen ladthatéan akdrmely mas, legalabb kéttagi N -
beli metszet el8all, mint néhany Z-beli parcialis fiiggvény metszete. Igy az N—bél
eldllitott G metszet-félhdlohoz tartozé M, (G) halmaz valéban Z lesz. O

A dolgozat hatralévé részében még egyetlen problémadt fogunk megvizsgalni.
Szamos dolgozatban (pl. [3,4]) megtaldlhaté a 2.1. lemma valtozata funkciondlis
fliggoségekre:

3.4 LEMMA. Haegy Q attributum-halmazon értelmezett adatbazisban A, B,C,
D C Q és — jeloli a funkciondlis fiiggéséget, akkor

(3.3) A— A,

(34) A — B és B — C-bdl kovetkezik, hogy A — C;
(3.5) ACC, DC B és A — B-bdl kévetkezik, hogy C — D;
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(3.6) A — B és C — D-bél kévetkezik, hogy AUC — BU D. (W]

Ellentétben a parcialis fiiggségek esetével, ennek a lemmanak a forditottja is
igaz. Az Q) részhalmazaibdl képzett parok egy halmazat teljes csalddnak nevezziik,
ha az kielégiti a (3.3)—(3.6) feltételeket.

3.5. TETEL. [3] Legyen T egy az Q-n értelmezett teljes csaldd. Akkor létezik
egy adatbazis, amelynek az Q az attributum halmaza és amelyben a (funkciondlis)
fuggdsége rendszere megegyezik T —val. (m]

Mi most itt azt vizsgdljuk meg, hogy a parcidlis fiiggéségek rendszere milyen
struktirat generdl az attributumok halmazan. A tovabbiakban egy az Q attributum
halmazon adott adatbazis esetén ha A, B C 2, akkor A — B alatt azt értjik,
hogy létezik az adatbazishoz tartozd két olyan a és B parciilis fiiggvény, hogy a
értelmezési tartomanya A, B értelmezési tartominya B és a — 3. A — B-t ugy
mondjuk, hogy B parcidlisan fiigg A-t4l.

3.6. LEMMA. Haegy adott adatbazis esetén A, B,C, D az ) négy részhalmaza,
akkor (3.3) és (3.5) fennall rajuk.

Bizonyitds. (3.3) nyilvanvaléan kovetkezik (2.3)-bél. (3.5) pedig (2.5)-nek és
annak a ténynek a kovetkezménye, hogy ha a,f két parcidlis fiiggvény és o C S,
akkor ET(a) CET(B8). O

Az Q részhalmazaibdl képzett parok egy halmazit parcidlisan teljes csaldidnak
nevezziik, ha az kielégiti a (3.3) és (3.5) feltételeket. A dolgozat utolsé eredménye-

ként azt latjuk be, hogy a parcidlisan teljes csaladok reprezentalhatdk adatbazisok-
kal.

3.7. TETEL. Minden, az Q-n értelmezett parcidlisan teljes csalidhoz létezik
egy olyan adatbdzis, amely a részhalmazain adott parciilis fiiggbségként az adott
parcialisan teljes csalidot adja.

Bizonyitds. Tekintsiik 2 minden A részhalmazara azokat a tartalmazasra nézve
maximalis B halmazokat, amelyekre A — B. Minden ilyen A, B parra vezessiink be
harom ij értéket (mondjuk a, b, c-t) a konstrudlandé adatbazisban, és konstrualjunk
néhany 1j parcialis fiiggvényt. Legyen o értelmezési tartomanya A és vegyen fel
minden A-beli helyen a-t. Ha A és B kiilonboznek, akkor legyen 3 értelmezési
tartomanya B és ugyancsak vegyen fel minden helyen a—t. Legyen végil v és §
értelmezési tartomanya 2, vegyen fel mindketté a B-beli helyeken a—t, a B-n kiviili
helyeken pedig v bt és 6 c-t. Ekkor a — B(a), ¥ — B és § — . Természetesen
ezekkel a parcialis fiiggvényekkel egytitt fel kell venni az dltaluk tartalmazottakat
is. Ha ezt a miiveletet elvégezziik © minden részhalmazira, és egy adott részhalmaz
esetén az Gsszes Gt tartalmazo olyan maximalis részhalmazra, amely parcialisan fiigg
téle, kapunk egy parcialis figgvényekbdl all6 halmazt. Nem nehéz ellendrizni, hogy
ez a halmaz kielégiti a (2.1) és (2.2) feltételeket, azaz leszallé lesz. Definialjunk
ezen parcialis fiiggvények kozott parcidlis fiiggdségeket. Ha a, 8,7, 8 egy a fentebb
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értelmezett A — B parhoz értelmezett parcialis fliggvények, akkor legyen a —
(ill. a, ha A = B), ¥ — B(a) és § — B(a). Definidljuk még az Gsszes olyan parcidlis
fiiggoséget is, amelyet definidlni kell a (2.5) szerint.

Nem nehéz litni, hogy a parcialis fliggvényeken a fentebb értelmezett parcialis
fiiggbségek altal az Q részhalmazain definialt parcialis fiiggéségek éppen az adott
parcialisan teljes csalddnak megfeleldek lesznek. Ugyancsak rutin, habar hosszadal-
mas feladat annak ellendrzése, hogy a parcialis fiiggdségek itt adott rendszere ki-
elégiti a (2.3)—(2.6) feltételeket. Itt megjegyezziik, hogy a (2.4) és (2.6) feltételek
lényegében azért lesznek igazak, mert a feltételeik az adott esetben iires allitasok.

Végiil az eddigiek fényében azt kell csak belatnunk, hogy az igy adott parcialis
fliggdség szerint zart parcidlis fiiggvények kozill azok, amelyek nem az Q-n vannak
értelmezve, eldallnak, mint két masik zart metszete. Ezt viszont a konstrukci6 biz-
tositja. Az 2-nal kisebb halmazokon értelmezett zart parcialis figgvények éppen a
fenti konsrtukcié $-i lesznek (ill. a-i), amik viszont minden egyes esetben el6allnak,
mint y N 4. 0O

A fentiekben megadott eredményeken kiviil még szamos dolgot kérdezhetiik a
parcialis fuggdségrol. Néhany ezek koziil:

— Az el6z6ekben tobb ,,realizdlhatésagi” eredményt lattunk. Tudjuk-e ezekben
valahogy a realizilé adatbazist minimalizdlni?

— Mit tudunk azokrdl a struktirakrél mondani, amelyeket ugy kapunk, hogy a
parcidlis fliggdség fiiggvény-lezarasi operacidjanak, vagy a zart halmazok met-
szet-félhaléjanak ill. egy M(G) halmaznak a ,,vazat” vessziik, azaz tekintjiik a
benniik taldlhaté parcidlis fiiggvények értékkészleteinek a halmazat?

— Hogyan valtoznak a parcidlis fligg&séghez tartozé struktirak, ha az adatbazist
valtoztatjuk, azaz pl. eltoroljik egy sorat?
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PARTIAL DEPENDENCIES IN RELATIONAL DATABASES
J. DEMETROVICS, G. O. H. KATONA, D. MIKLGS

Weakening the functional dependencies defined by AMSTRONG we get the notion of partial
dependencies defined the relational databases. We show that partial dependencies can be char-
acterized by closure operations of the poset formed by the partial functions on the attributes of
the databases. On the other hand, we give necessary and sufficient conditions so that for such a
closure operation one can find on the given set of attributes a database whose partial dependen-
cies generate the given closure operation. We characterize the dependencies defined by the set of
partial dependencies on the poset of the subsets of the attributes and describe how we can realize
such a dependency.
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