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A RELACIOS ADATBAZIS EXTREMALIS PROBLEMAI

DEMETROVICS JANOS és KATONA GYULA

Budapest

A dolgozatban azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy mit lehet mondani egy matrix funkcio-
nalis fiiggéseinek kombinatorikus bonyolultsigarol.

Bebizonyitjuk, hogy a minimalis kulcsok rendszere Sperner-rendszer és hogy minden Sperner-
rendszer reprezentalhatd egy métrixszal, mint minimalis kulcsok rendszere. Becsléseket adunk
adott Sperner-rendszert reprezentilé relacié sorainak a szamdra, valamint aszimptotikusan
pontosan meghatarozzuk a ,,lényeges” funkcionalis figgések maximalis szamat.

1. Bevezetés

Egy adatbazis struktir4janak a felhaszn4lé szamdara legfontosabb jellemzdje az,
hogy a tarolt adatok kozti dsszefiiggések milyen forméban vannak jelen az adatbazis-
ban. Mivel egy adatbézis strukturijat a rekordtipusok és a rekordtipusok kézti
kapcsolatok alkotjak, azért az adatmodelleket aszerint osztilyozzuk, hogy a rekord-
tipusok kozott milyen kapcsolat definidldsa megengedett. Els6 litasra talin meg-
lep6nek hangzik, de ennek alapjén két adatmodellt kiilénbdztethetiink meg:

— az egyik az un. hdlézatos adatmodell, melyben rekordtipusok koézott tetszo-
leges, pointerezéssel megadhaté kapcsolat Iétesithetd:

— amasik az On. reldcids adatmodell, melyben a rekordtipusok k$zott semmilyen
kapcsolat nem Iétesithetd.

A relicidés adatbazisokban tehat a rekordtipus az egyetlen kapcsolatteremts
eszkOz az adatbazis entitdsai kozott.

Rekordtipus megaddsa matematikai szempontbél nem mas, mint egy ,.értel-
mezési tartomény” és egy ,.értékkészlet” definisldsa; az igy adott rekordtipus els-
forduldsai az adott értelmezési tartoményon értelmezett, értékeit az adott értékkész-
letbdl felvevé fiiggvények. Az értelmezési tartomdny elemeit attributumoknak neve-
zik. Egy adatbézis egy rekordtipusdnak egy adott pillanatban 1étez8 eléfordulésai
tehat egy matrixot alkotnak. Ennek sorai az egyes eldforduldsok, oszlopai pedig az
egyes attributumokon az el6forduldsok értékei.

Az adatbézistervezés soran az adatbazis struktrdjanak megaddsa utni 1épés
azon feltételek elSirdsa, melyeket a leendS adatbazisnak minden pillanatban teljesi-
tenie kell. Péld4ul, ha egy primszamokat keresé program eredményeit kivanjuk egy
adatbdzisban térolni, akkor a ,,minden érték primszam”™ egy ilyen feltétel.

Az elBirhat6 feltételek formaja természetesen fiigg az adatbézis struktirajitél.
Ezért az adatmodell kutatdsinak egyik fontos teriilete megtaldlni az adott adat-
modellben azokat a ,,feltételféléket”, amelyek egyrészt kielégitik a gyakorlatban fel-
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184 DEMETROVICS J. és KATONA GY.

meriild igényeket, mésrészt bizonyos tulajdonsigaik matematikailag elég jol vizs-
galhat6k ahhoz, hogy hatékony adatbaziskezeld rendszerek legyenek kiépithetdk.

A relacids adatbazisokban az egyik legfontosabb ,.feltételféle” az E. F. Copp [1]
altal definialt funkcionalis fiiggés. A fentiekben megallapitottuk, hogy egy relicids
adatbazis pillanatnyi tartalmat mint matrixokat képzelhetjiik, ezért a funkciondlis
fiiggést matrixokra definidljuk. Ha 4 és B a matrix értelmezési tartoményanak
(azaz az attributumok halmazanak) részhalmazai és M a matrix, akkor azt mondjuk,
hogy B funkcionélisan fiigg A-t61 az M matrixban, ha M barmely két olyan
sora, amelyek 4 minden elemén egyenls értékeket vesznek fel, B minden elemén
is megegyeznek.

A funkcionalis fiiggéssel kapcsolatos probléméak két csoportra oszthatok. Az
egyik problémakér gyakorlati motivécija a kovetkezG: relacids adatbazis tervezése
sordn a felhasznald 4ltal megadott feltételek a leendd adatbézisra altaldban nem tel-
jesek; azaz bizonyos, meg nem fogalmazott ujabb feltételek kovetkeznek bel6liik.
Ezek ismerete gyakran fontos a felhasznalé szdmdra, tehat sziikséges olyan algorit-
musok kidolgozasa, melyekkel adott feltételrendszerbdl kovetkezd feltételek meg-
talalhatok. Ennek a probléméanak matematikai logikai és algoritmuselméleti vonat-
kozdsai vannak.

Ebben a cikkben a masik, nem kevésbé fontos problémakorrel foglalkozunk,
amelynek alapkérdése réviden igy fogalmazhato:

mit mondhatunk egy matrix funkcionalis fiiggéseinek kombinatorikus bonyo-

lultsagarol.

A 2. pontban az Gn. minimélis kulcsok rendszerének strukturajat vizsgaljuk-
Bebizonyitjuk, hogy a minimalis kulcsok rendszere Sperner-rendszer és hogy minden
Sperner-rendszer reprezentalhatd egy matrixszal, mint minimalis kulcsok rendszere.

A 3. pontban adott Sperner-rendszert reprezentalé relicié sorainak sziaméra
adunk becsléseket. '

A 4. pontban aszimptotikusan pontosan meghatdrozzuk a ,,Iényeges” funk-
cionalis fiiggések maximalis szamét.

2. A minimalis kulcsok maximalis szima

Legyen M egy nem negativ egész értékeket tartalmazoé, kiilonboz8 sorokbol
4116 mXn-es matrix. M oszlopainak egy K részhalmazat kulesnak nevezzilk, ha
az ezen oszlopok 4ltal meghatarozott almétrix sorai kiilonbozk. Ez a feltétel azt
jelenti, hogy egy sort mar az ezen oszlopokban 4ll6 értékei meghatirozzak. Vagyis,
ha egy sort akarunk megtaldlni, elég megadni a K-hoz tartoz6 oszlopokban all6 érté-
keket.

Ha K, egy kulcs és K,CK,, akkor K, nyilvanvaloéan szintén kulcs. Azok
tehat az érdekes kulcsok, melyekhez nem talalhatd ,.kisebb” kules. Az olyan K kul-
csokat, melyekben nem taldlhaté K’'G K kulcs, minimadlis kulcsoknak nevezziik.
A minimalis kulcsok halmazat 2 -val jeloljiik.

A modellben eddig 4 1ényeges paraméter van: 1. az oszlopok szdma, n; 2. a so-
rok szdma, m; 3. a méatrixban 4ll6 legnagyobb egész szam, N; 4. a minimdlis kul-
csok szdma, |#|. A legéltalinosabb probléma az lehetne, hogy hérmat ismerve
a fenti paraméterek koziil, milyen hatdrok kozé lehet szoritani a negyediket. E feje-
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zetben egy ennél szerényebb cél iranyaba toreksziink. Két, illetve 3 paraméter kozotti
egyenlStlenségeket vizsgalunk.

Az els6 probléma az n és || kozotti kapesolat felderitése. A kdvetkezd tétel
ezt a problémat egy halmazrendszerekre vonatkozé ismert tételre redukalja.

2.1. TEétEL [3): Egy n-elemii halmaz részhalmazainak egy A rendszeréhez akkor -
és csak akkor taldlhato egy nXm-es mdtrix, melyben a minimdlis kulcsok rendszere
éppen K, ha A elemeire a

(2.1) Ky, K€, K, # Ky = K¢ K,
feltétel teljesiil.

Bizonyitds. Vezessik be a kovetkezd jelolést: A ~'={B:B nem tartalmaz
A -beli részhalmazt és maximélis az ilyen tulajdonsigi halmazok kozétt). Legyen
H "1={By, Bs, ..., B,}. A megkonstrudland6 M matrixnak m-+1 sora lesz.
A 0-adik sor legyen a csupa 0-bdl 4ll sor; az i-edik sor (1=i=m) j-edik eleme
legyen O vagy i, aszerint, hogy j€B; vagy sem. Vilagos, hogy ha A4S {l,2, ..., n}
olyan halmaz, amely nem tartalmaz % -beli részhalmazt, akkor van olyan i, hogy
AEB; ésigy A-n megegyezik a 0-adik és i-edik sor, tehdt A4 nem kulcs. Ha viszont
KeA, akkor minden i-re (1=i=m) K\ B;#0, és igy az i-edik sor egy K-beli osz-
lopaban i 4ll, emiatt K kulcs. Teh4t M minimalis kulcsainak a rendszere éppen 4.
A bizonyitast befejeztiik.

Nézziink egy illusztrativ példat. Legyen n=35, JK:{{], 2,3}, {1,2,4}, {3,4)},
{4,5}}. Ekkor 2 —1={{1,4}, {2,4}, {1,3,5}, {2,3,5}, {1,2,5)} és a megfelels
M matrix:

0 000 O
0.1 1 0 1
2972 '8 2
0 3 030
4 0 0 4 0
005 50

Eredeti célunk az n oszlop(i matrix minimalis kulcsai szdma felsé hatdrianak
megaliapitisa volt (az alsé hatar érdektelen). Az els tétel alapjén ez arra a problé-
mara redukélédott, hogy hany egymdst nem tartalmazd részhalmaza van egy n elemii
halmaznak. E kérdést SPERNER [2] tétele valaszolja meg, mely szerint ez a maximum

l’:’ ] (lx] az x egész részét jeloli):
3]

2.2. TETeL [3]): Egy n oszloppal rendelkez6 M madtrixban legfeljebb llz ]
3]

minimdlis kulcs van.
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3. Adott kulcsokhoz individuumok minimalis szama

A 2.1. tétel szerint minden A~ Sperner-rendszerhez talalhaté olyan M matrix,
amely minimalis kulcsainak rendszere . Azonban ott nem foglalkoztunk azzal,
hogy mennyi a sorok minimalis szima. Jelolje tehdt s(#°) ezt a minimélis sor-
szamot. E fejezetben s(") értékeivel foglalkozunk kiilonféle o~ Sperner-rendszerek
esetére. A 2.1. tétel bizonyitdsa ad becslést s(#")-ra.

Lathatd, hogy 4"~ Sperner-rendszer, azaz a Sperner-tétel alapjan kimondhaté a

3.1. TETEL.

sGO) =1+ =141 " .
)

A kovetkezd tétel azt mutatja meg, hogy van olyan ¥, amelyre s(#) ,.kozel”
jut e fels6 korlathoz.

3.2. TETEL [S]: Minden n természetes szdm esetén taldlhaté olyan A4 Sperner-
rendszer n elemen, melyre
1{n
n*||n
[2]

3.1 = s(J).
Bizonyitds. Legyen s(n)=max {s(:#")}, ahol a maximumot az n elemen készit-

het8 Sperner-rendszerekre vessziik. Azt mondjuk, hogy az M maétrix realizalja
#-t, ha M minimdlis kulcsainak rendszere . A fenti definiciok szerint barmely
n elemen felvett o realizadlhaté egy mXn-es métrixszal, ahol m=s(n). Ha az
(m+ 1)-edik, (m+2)-edik, ..., s(n)-edik sorba csupa (m+ 1)-est, (m+2)-est, ..., s(n)-est
irunk, a kibGvitett matrix is .#-t realizilja. Azaz barmely 2" realizilhat6 egy
s(n)X n-es matrixszal. (Feltehet8, hogy az eredeti matrixban csak 1,2, ... m van,
lasd alabb.)

Tekintsiik egy ilyen M elsé oszlopdban 4ll6 elemeket nagység szerint rendezve :
iy<iy<...<i, (1=r=s(n)), és cseréljiik ki /-t j-re. Kénnyen l4that6, hogy ez a vél-
toztatds nem véltoztatja meg a minimdlis kulcsok rendszerét. Ugyanezt a valtozta-
tast elvégezve az Osszes oszlopban, egy olyan M-hez jutunk, amelyben minden elem
1, ..., s(n). Az ilyen matrixok szdma s(n)*™. Igy

(3.2) s(ny*™ = ¥~k sziama.

Mivel valahdny % -elemii halmazbodl allé rendszer mindig Sperner-rendszer, (3.2)

jobb oldalat csékkentve a

3.3 s(n)™® > 2(1:;:]]
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egyenlGtlenséghez jutunk. (3.3)-at 4talakitva a

1{ n
3.9 s(n) log, s(n) = o 1
2]
egyenl6tlenséghez jutunk. Ha (3.4)-ben s(n) helyére ;11—‘,‘“:: ]-(')’t irunk, akkor (3.4)
4]

jobb oldalanal kisebbet kapunk, azaz (3.4)-b6l kovetkezik s(n)>—la y ”, ami

n? In
2
éppen a bizonyitandé Allitas.

A kovetkez8kben néhdny egyszerli 4" Sperner-rendszerre probaljuk s(#)-t
meghatdrozni. Jelolje %" az n elemii halmaz 6sszes k-elemii halmazainak rend-
szerét. #" nyilvanvaléan Sperner-rendszer. LegelGszor kovetkezzék egy s(%")-ra
vonatkozd egyszerii lemma.

3.1. LEMMA [6].
S(Jk")] " [ n ] had
[ 2 = le_1) 0<k=n.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy egy mXn-es M matrix realizalja %#"-et. Birmely
k—1 kiilonbozd oszlophoz taldlhaté egy sor-par, amelyek ezen oszlopokban meg-
egyeznek. Mésrészt k—1 oszlop egy mésik rendszeréhez masik par kell, hogy tar-

tozzék. Igy (';]g( ki 1], a bizonyitast befejeztiik.
E lemmébol s(#")=2 kovetkezik. A kovetkezd konstrukcié bizonyitja, hogy
S(F"M=2:
) 0.5 0]
I Tdl]’

Hatdrozzuk meg most s(#,")-et. Ha mXn-es mitrix realizilja %, "et, akkor
a 3.1. lemma szerint

(3.5) = [’;’ ]

Masrészt, ha (3.5) fennéll, az alibbiakban megmutatjuk, hogy lehet egy m X n-es
matrixot konstrualni, mely #,"-et realizilja. M minden oszlopa két nullat tartal-
maz, kiilénb6z6 oszlopokban a nulla-par kiilonb6z8 helyeken all. Az i-edik sor
tobbi eleme legyen 7. A konstrukcié megvalosithatésaga (3.5)-6n milik. Konnyen
lathat6, hogy 1 oszlopban van két egyforma sor, mig 2 oszlopban mar nincs. Igy
s(#,") a (3.5)-6t m-ben kielégits legkisebb egész szam.

Alkalmazzuk most a lemmat k=n—1-re:

S(Fry) = n.
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A kovetkezo konstrukceid biztositja az egyenlGséget :

10...0
01...0
00..1

s(#,") meghatarozdsa egy kicsit bonyolultabb. Egy tijabb lemma sziikséges. Ha M
egy mXn-es matrix, G(M) legyen az a graf, melynek szogpontjai M sorai, két
szogpont Ossze van kotve, ha a két sor legalabb egy helyen megegyezik. Az élre
rairjuk a kozos helyek 4 halmazit.

3.2. LEMMA [6]: Legyen M egy mdtrix és legyenek G(M) egy kiorére az A, ...
..., A, halmazok irva. Ekkor

(3.6) minden 1=j=rre () A,—A4;=0.
i1
i

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekt, hogy (3.6) nem iires, azaz 1étezik egy oszlop,
mondjuk az w-adik, amely minden 4;-ben benne van, kivéve A4;-t. Legyenek a kor
mentén levé szogpontok k,, ..., k., 10gy, hogy (k;, k;1)-re van A; irva (1=i<r),
és (k,, ky)-re A,. ucA; ,-bdl kovetkezik, hogy a k;, ,-edik és k;,,-edik értékek
az u-adik sorban egyenl6k. Ugyanez mondhato el a k;,,-edik és k;, s-adik értékrdl
is stb. Tehat a k;,,-edik, k;,,-edik, ..., k-edik, k;-edik, ..., k-edik értékck az
u-adik oszlopban megegyeznek. EbbSl u€ A4; kovetkezik, ellentmondisban a felte-
véssel. A bizonyitas teljes.

Most mar meg tudjuk hatarozni s(%,")-et. Tegyiik fel, hogy egy mxXn-es M
adatbazis realizdlja %,"-et. Mivel egy n—1 oszlopbdl 4116 halmaz nem kulcs, szere-
pelnie kell G(M) valamelyik élére irva. Tehdt G(M)-nek van n kiilénbozs éle,
melyekre a kiilonb6zb (n— 1)-elemii halmazok vannak irva. Ezek az élek a 3.2. lemma
miatt nem alkothatnak kort, mert (3.6)-ot nem elégiti ki (n—1)-elem{i halmazok
egyiittese. Ezek az élek tehat fat alkotnak, kovetkezésképpen G(M)-nek legaldbb
n+1 szogpontja van: m=n+1. A kovetkez8 (n-+1)X n-es matrix realizélja s(&,")-et:

foo...0
10..0
ati.0l.

100..1j

Az eddigi eredményeket a kovetkezs tételben foglaljuk Gssze:
3.3. TETEL [6]:
son =2, s = [

s(FH =n+1, s(Fr)=n.

A 3.1. lemmabdl s(F;")=n is kovetkezik.
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Sejtés. s(F3")=n, ha n=7.
Bizonyos esetekben ez a sejtés bizonyitist nyert.

3.4. TETEL (FUREDI):
sS(#H =n, ha n=4¢.

Bizonyitas. Konstrudlni fogunk egy 4"X4"-es matrixot, mely &,"-et realizilja.
A modszer a Sperner-rendszerek irodalmanak egy bevalt modszere.

Tekintsiik a 2r dimenziés 0-kbdl és 1-ekbdl alld 4" vektor ¥ halmazat.
Be fogjuk latni — teljes indukciéval —, hogy ez a halmaz a csupa-nulla vektort
leszdmitva, beoszthat6 3-elemii 4,, ..., Aur—1ys részhalmazokba tgy, hogy az egy
részhalmazba es§ hirom vektorra, vy, v,,vs-ra v,+v,=v; teljesiil a koordinatan-
kénti mod2 Osszeaddsra nézve (ekkor v;+v3=v,, v,+vy3=v, mar kovetkezik).
r=1-re az allitds igaz: (0, 1)+(1,0)=(1,1). Tegyiik fel, hogy r-re mar igaz, és
bizonyitsuk r+1-re. Az r-re készitett minden 4={v,,v,,v;} halmazbdl 4 ujat
fogunk csinalni:

1. vy, vy, v3 mindegyike végére 00-t irunk;

2. vy, Uiy, Uiy utan Ol-et, 10-4t és 11-et irunk /=1, 2, 3-ra.
(va =01, V5 =0y).

Ezenkiviil a 2r hossziisigi csupa-nulla vektorbdl is csindlunk egy 3-elemdi
halmazt 01, 10 és 11 utdnairdsival. Kénnyen lithaté, hogy igy minden 2(r+1)-
dimenzids 0, 1 vektort pontosan egyszer kaptuk meg, azaz ez a kivant felbontast adja.

Igazoltuk tehat, hogy 1étezik a kovetkezd felbontas:

(3.7) V = AoUAIU..-UA(4r_1)/3, AlmAJ = @ (0 =i <J = (4!_1)/3)’
Ao A0, s D)
4] =3 (1=i=@&-13);

A; barmely két elemének sszege a harmadikat adja. (1=/=(4"—1)/3).

Legyen »€V. A+v jelentse az a+v» (koordinatanként mod 2) vektorok hal-
mazat, ahol ac A. Az M matrix sorait és oszlopait egyardnt ¥ elemeivel szimoz-
zuk meg (mondhatjuk ezt ugy is, hogy azokkal az egészekkel szdmozzuk meg,
amelyeknek a fenti vektorok a kettes szamrendszerbeli alakjaik). M v;-edik sord-
nak v,-edik eleme legyen a

(3.8) v+ € 4;

relacié 4ltal meghatdrozott 7 szdm. (3.7) alapjdn ilyen 7 létezik és egyértelmiien
meg van hatérozva. Igy példdul a v,-edik sor »,-edik eleme 0. (v, a 0-vektor.)

M-10l elGszor azt kell bizonyitani, hogy benne semmilyen 2 oszlop sem kulcs,
azaz a tetszGlegesen vélasztott », €s v,7#v, oszlopokhoz taldlhaték », és »{#w,
sorok, melyek a v, és v, oszlopokban megegyeznek. (3.7) miatt valamilyen >0
egészre v,+v;€4; teljesiil. Legyen A; egy tovabbi eleme a, tovabbé legyen

vy, =a+vy, € v = a-+v;.
Innen
’
Ul+1)2 = a, vl+vé = a4,

vy +v: = a+va+v;, Vi+v = a+vy+;.
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Mivel a és a+v,+wvs€d;, igy a (3.8) definicié alapjan a »,,%; sorok és v,, v,
oszlopok metszéspontjaiban csupa i 4ll M-ben. A v, és wv; oszlopok valéban
nem alkotnak kulcsot.

Vegyiink most 3 kiilonboz8 oszlopot, v.-t, vy-t és vg-t. Tegyiik fel indirekte,
hogy valamilyen », és v;=v; sorok ezekben az oszlopokban megegyeznek, azaz
a (3.8) definici6 alapjan

(3.9 v+ 0,€4;, vi+vs€4;,
(3.10) v+ 0s€A4;, vi+v€A;,
(3.11) v+ 03€A4;, vi+VEE€EA,

teljesiil valamilyen 7, j, k (0)-ra. (3.9) miatt »,+v,+v{+v,=v,+v1€4;. (3.10)-bdl
és (3.11)-bSl hasonléan kévetkezik v,+v1€A4; és v +vi€A,. Azaz A,;=A;=A,,
vagyis i=j=k. Mivel v,,v; és vy kiilonbozdk, igy a=v,+v,, b=v,+v; és
c=v,+f is kiilonbozé elemei A;-nek. Hasonléan kovetkezik, hogy vi+v,, v1+v;
és v+vy is killonboz8k. Mivel v{+v,7#v,+v,, igy vagy vi+v,=b vagy vi+v,=c.
Az elsd esetben »j-+v; nem lehet a, mert akkor »;+v; csak c¢ lehetne, ami a
v+ 0] =v{+v] ellentmondasra vezetne. Igy v{+vs=c. Tehat ez esetben vj+v,=b,
vi+vs=c, v1+vy =a. A végs6 ellentmondis a

¢ = a+b = (v;+v)+(v1+vs) = v3+01,
a=b+tc=(v+v)+itva) = vitovs

egyenlGségbdl kovetkezik. A masodik esetben a fentihez hasonléan nyerhetd az
ellentmondés. Tehit nem lehetséges, hogy eredeti feltevésiink teljesiiljon, hogy
3 oszlop nem alkot kulcsot. A bizonyitast befejeztiik.

FuUrepInek sikeriilt a sejtést az n=12k+1 és n=12k+4 alakt szimokra is
bizonyitani, HANANI [7] eredményeit felhaszndlva.

4. A fiiggdségek szamarol

Egy tjabb fogalmat kell még bevezetniink. Az oszlopok egyik halmazinak egy
méasik halmazatol vald fiiggSsége fogalmat. Heurisztikus megfogalmazéasban akkor
mondjuk, hogy A-t6l fiigg B (A4 és B egy M matrix oszlopainak halmazai), ha M
barmely soranak A4-ba esd elemei egyértelmiien meghatdrozzak a B-be es6 elemeket.
Pontosabban tehdt M oszlophalmazainak egy (4, B) parjat fiiggdségnek nevezziik,
ha M béarmely két sora, amelyek megegyeznek az A4-nak megfeleld helyeken, meg-
egyeznek a B-nek megfelelS helyeken is. Az A—B jelolést hasznaljuk annak jelolé-
sére, hogy (A4, B) egy fiigglség. A definiciokbdl lathatd, hogy az A—~ (M Osszes
oszlopa) feltétel pontosan azt jelenti, hogy A4 kulcs.

Mint a kulcsok esetében, itt is csak bizonyos ,,meghatarozé™ vagy ,,lényeges”
fiiggbségeket fogunk figyelembe venni. Kénnyen lathatd, hogy

4.1) A~ A
“4.2) Ha A—~B é Ac A, akkor A’ — B.
4.3) Ha A—~B é B’ c B, akkor 4 — B’.
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Az ezek alapjdn ,,felesleges™ fiiggGségektdl eltekintve lényeges fiiggdségnek nevezziik
az A-B fiigglséget, ha

4.4 A # B,
(45) nincs A'c A4, A" = A ugy, hogy A" — B,
(4.6) nincs B > B, B’ # B gy, hogy A4 — B’.

Mivel a Iényeges fiiggdségekbdl levezethetSk az Osszes tovabbi fiiggdségek
(4.1)—(4.3) alapjan, a Iényeges fiiggSségek szamat tekinthetjilk a matrix egy bonyo-
lultsdganak. A tovabbiakban az n oszloppal rendelkez8 matrixok ilyen értelemben
vett bonyolultsigdnak maximumaval foglalkozunk. Legyen N(n) tehit az n osz-
lopti matrixok lényeges fiiggdségeinek maximalis szdma. Konnyli konstrudlni egy
olyan métrixot, amelyben a lényeges fiiggfségek mind A~ AU {x} alaktiak, ahol
x az utols6 oszlop, és x¢ A. Ebben a lényeges fiiggdségek szdma 2"-!. Azonban
ennél tobb is lehet, mint latni fogjuk.

4.1. TETEL [4]:

ala 4  loglogn ]{ e n( s 1 ]

ahol a log 2-alapu.

k
Bizonyitas. Also becslés. Legyenek g, ..., q, pozitiv egészek, > q;=n.
=1

A ([giJ+1]><qi méretli Q; matrixot a kdvetkezGképpen definidljuk. Q; elsd sora

1-esekbdl all. A tobbi sor g;—2 1-est tartalmaz az Osszes lehetséges mdédon. Az
i-edik sor maradék két helyére /-t irunk [2§i é(gi]+1]. Az M=Q;X...XQy

matrix sorait a Q; matrixok sorainak &sszes lehetséges egymésutan valé irdsival
képezziik. Azaz M egy sorat Gigy nyerjiik, hogy Q, egy tetszGleges sora utdn Q,
egy tetszlleges sorat, majd Q; egy tetszSleges sordt irjuk stb. Vildgos, hogy M
k
oszlopainak szdma 2 ¢q;=n. Az n=>5, k=2, q,=3, q,=2 esetre lassuk példaként
=1
a konstrukciét:

111:11
1" ¥1:22
120241 1
1725222 2
31 3:11}°
313:22
441:11
44 1:2 2

Jelolie Qf azon oszlopok indexeit M-ben, amelyek Q;-nak felelnek meg, azaz
Of={n+...+q;-1+1, ..., q1+...+¢;). Konnyen lathatd, hogy a lényeges A4—~B
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fiiggdségek azok, melyekre
min (¢;—[4ANQF) = 1,

B=4UU0;,

aholaz U azon i-ken fut végig, melyekre |[ANQf|=q;—1 teljesiil. Az ilyen 4A—~B
parok szdma
k k

4.8) ig u—1)— g (2% —g;—1).
Ez N(n)-re egy alsé becslést ad. Példaul a fenti példa esetében 17=N(5), ami
jobb mint a trividlis 2=16 becslés. Nagy n-ekre a

q=q(n) = llog n—log [@ (loglogn—logloglogn—logloge— 1)]]

értéket valasszuk. k(n)-et, r(n)-et az n=gqg(n)k(n)+r(n), 0=r(n)<q(n) maradékos
osztassal definialjuk. Végiil legyen

fh=q:=...= g, = q+1,
9r+1=...= 4 = (.

Ezekkel az értékekkel (4.8) éppen a (4.7) bal oldalat adja némi elemi, de bonyolult
szamolas utan (lasd [4]).

Felsd becslés. Legyen % azon A halmazok csalddja, melyekhez tartozik egy
B halmaz, melyre A—~B Iényeges fiiggfség. Ha A—~B egy lényeges fiiggdség,
akkor
AcC B, de A#B ((44) és (4.6) alapjan).

Vegyiink egy tetszGleges, de az ACCCB, |C|=|A4|+1 feltételeket kielégité hal-
mazt. Konnyen lathat6, hogy C¢ 4. Ellenkez§ esetben ugyanis C—D lényeges
fiiggSség volna. Ez minden esetben ellentmonddasra vezet. Mivel egy ilyen C % -nek
legfeljebb n tagjabol keletkezhet, van legaldbb |#|/n halmaz, ami #-nek nem eleme.
Ed
n
A bizonyitast befejeztiik.

1 ] ;
(4.7) jobb oldalan az e tag nagysagrendileg 2/n-re konnyen javithatd, hisz

Z elemeinek tilnyomé tébbsége n/2 koriili elemmel bir, igy a megfelels6 C hal-
mazok elemszdma is kozelitGleg ennyi. Azonban a felsG becslés valdsziniileg ennél
sokkal jobban is javithatd. (4.7)-ben a masodik tagok k6z6tt még igen nagy a kii-
16nbség.

Innen az |#|4+——=2" egyenlGtlenség kovetkezik. Ez ekvivalens (4.7) jobb oldal4val.
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EXTREMAL PROBLEMS OF THE RELATIONAL DATA BASES

J. DEMETROVICS and Gy. KATONA

In our paper we investigate the problem how complicated can be combinatorically the
functional dependencies of a matrix.

We prove that the system of minimal keys is a Sperner-system and every Sperner-system
can be represented by a matrix as a system of minimal keys. We give estimations on the number
of rows of the relation which represents a given Sperner-system and determine the asymptotically
exact maximal number of the “‘essential’’ functional dependencies.
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