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Egy halmaz Usszes részhalmazai tartalma-
248 szerint egy parciilisan rendezett balmazt
alkotnak, A4 dolgozat célja e .parciidlisam rende-
zett halmaz szerkezetének vizagdlata. Az erre
vonatkozé klasszikus Spermer tétel [1] a kivet-
kezdket &llitja.

Ba X egy n~ elemd véges halmaz, &

az & kiilénbdz8 részhalmazainsk egy olyan rend-

Szere, hogy e benne szerepld részhalmazok nem

tartalmazzédk egymast, akkor

4 = ()

ahol If! a rendszerben szerepld részhalmazok

fenti tétel egy érdekes Altalénositésa
Erdéscél [3] szérmazik, amely szerint,

ha X egy n~ elemi véges halmaz, &

az 8 kiilénbdzd részhalmazainak egy olyan rendsze—

re, hogy nincs a rendszerben N+t péron-
ként egymést tartalmazd halmaz, akkor

Al € ( h  legnagyobb n-edrendi
binomialis egyiitthatd Gsszege).




E tételnek egy az eredetinél egyszeriibb
bizonyitéasa szerepel a dolgozatban.

Bizonyos alkalmazésoknal a Sperner tétel
&1litésara volt ssiikség gyengébb feltevésel
mellett. Bzt biztositja a kdvetkezd tétel,
amelyet Kleitmsn [4] és a szerzd [5] egyméstél
filiggetleniil és egyidében vettek észre.

5.1 Tétel. Iegyenek X,,%, diszjunkb,

n, illetve n, elemii halmazok (n=n,+n,)}.

Ho & az X= XUX, részhalmazainalc

erv olyan rendszere, hogy & rendszerben nines

%6t egvmést tarbalmazd olyan halmaz, me lyeknek

X, -be vagy X, -be esd része egyezik, alkkor

Sperner eredetl tételét szémelméletl cé- .
lokra készitette. Eonnyen atfogalmazhaté ugyanis
a tétel a szamelmélet nyelvére. Vegylink ugyanis
egy r négyzetmentes szimot, melynek n prim-
tényezbje van. Ha ezeket a primtényezbket tekint~
jik az alaphalmaz elenének, akkor egy részhalmaz

elemeinek szorzata az V¢ Szém egy oszbéjat adja.



Igy az, hogy egylk részhalmaz része egy maslké-
nak, azt jelenti, hogy a nekik megfeleld oszték
egymés 0sztéi. Vagyis legfeljebb &%) Iciil5n—
bdzd osztét vadlaszthatunk ki ugy, hogy azok ne
legyenek egymésnak osztdél. Természetesen meriil
fel a kérdés, mi a helyzet nemnégyzetmentes szém
esetén, Ebben az esetben a kitevSkbél alkotott
egészkoordinidtiju vektorok lesznek a parcidlisan
rendezett halmaz elemei. (Egy n elemi halmaz
részhalmazal ilymédon az n -dimenzidés egységkoc-
ka csucsainak felelnek meg.) Az is konnyen adédik,
hogyan kell megvalasztanunk a rendezést ( % , ha
koordindténként = ), A fentl eredményeket
(Sperner-, Erdés-, 5.1 tétel) kiilonbdz8 szerzdk
4ltalénositottdk ebben az irényban ( [9] , [10] ).

A dolgozat - bar alapvetd célja véltozatlan -
a 6 §-tél 4ttér a részhalmazok parcidlisan rende-
zett halmazérél egy 4ltalénosabb fogalomra, az u.n.
szimmetrikus lénchalmszok fogalmdra. Ezt egyrészt
indokolja az, hogy tételeink 4dltalénosabb4d vélnak
(Rota példaul azt sejti, hogy egy véges test felet-~
ti vektortér alterei tartalmazés szerint szimmet-
rikus lénchalmazt alkotnak), mésrészt azonban, ha
csupén a részhalmazok parcidlisan rendezett halma-
za érdekelne benniinket, akkor is érdemes lenne be-

vezetnl ezt az &ltalénosabb nyelvet, mert a bizonyi-



tasok igy konnyebben el-, a tételek pedig kdnnyebben
kimondhatokkéd valnénak,
Egy G parcidlisan rendezett halmazban akkor

mondjuk, hogy ¢ fedi h-t (g,heG) , ha
g>h s de nines olyan f¢G s melyre
g >f>h fenndllna, Az r(q) (g€G) fliggvényt
rangfiiggvénynek nevezziik, ha r(g) = 0 egész,
de felveszi a O értéket is, ezenkiviil ha ¢ fedi

h =t, akkor r(g)= r(h)+4 teljesiil.

G egyr fa,,....9.) részhalmazét léncnak

nevezzikk, ha g,<...<g, és g, fTedl g,
-et (1<ugh) « A lénc szimmetrikus, ha
rgy+rig) =n s ahol n a rangfﬁggvény

maximélis értéke, Végiil egy G parcislisan rendezett
halmazt szimmetrikus lénchalmaznak neveziink, ha van
rangfliggvénye és felbonthatdé diszjunkt szimmetrikus
léancok uniéjéva., Konnyen léthaté, hogy egy halmaz része
balmazai, vagy egy szém osztéi szimmetrikus lénchal-
mazokat alkotnak.

Megjegyzendd még, hogy két diszjunkt halmaz rész-
halmazai parcidlisan rendezett halmazainek direkt “gz-
szege ( G+H —van (g,,h) 2 (g,,h)
akkor és csak akkor, ha gq,2 g, és8 h,2h,
ahol g,,g9,€G, h, h€H ) az egyesitett halmaz
részhalmazainak parcidlisan rendezett halmazéval izo-

mort .



=5

Mivel tovébbi tételeinket szimmetrikus lénchal=-
mazokra fogjuk bizonyitani, hasznos a kiovetkezd tétel,
amely elemeiben [9] =ben szerepel mars

6.1, Tétel, Ha G és W szimmetrikus lénchal-

mazok, akkor G +H Ls__ﬂ.

Kénnyii 4tfogalmazni a szimmetrikus lénchalmazok
nyelvére a Sperner—, Erdés— és az 5.l1. tételt (lasd
a 6.3 és 6.4 tételt), Az utdébbinak az slakja nem tel-
jesen triviélis:

7.1, tétel, Iegyenek G €s W szimmetrikus

lénchalmazok +» 1ll, s rangfiizevényekkel

(;—:Ex. rig) + :-\ta“x sthy = n E G+H elemei

koziil kivdlasztva kiilldnbdzdket ugy, hogy ne legyen ki-~

zotbiik kettd, melyeknek egyik komponense egyenlé,a mé-—
sik meg rendezési relicidban van egymassal, ezek széma

akkor meximdlis, he az ©¥sszes olvat vdlasztjuk ki,
melyre reg) + s(h) = [Dz-] :

Végiil 1dssuk ez Erdds-tétel ilyen irdnyu élesi-
tését mindidrt a legéltaldnosabb formében [11] :
7.2, tétel, Legyenek G ¢és W adottak, mint

7.l-ben, Kivdlasztva kiildnbdz§ elemek egy

(=0 o BRI ST e W halmazdt G+H =bdl
ugy, hogy ne legyen kdzottik R+ %iilenbozd

melyekre teljesiilne valamilyen w =-re (44w€hsd)
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akkor mm < mint az Ssszes [—l:—h—u-—],

2
[_"‘_‘._hfi_ 3 ,[3*_"2"4__1 rengu el-mek széma,

A 9.§ Sperner problémdjdnek azt az dltalénosi-~
tédsdt tdrgyslja, hogy hdny részhelmaz vdlaszthaté ki
egy n elemii halmazbdél ugy, hogy ne legyen ketid,
melyek k -ndl kisebb kiildnbséggel tartalmazzik egy-
mast., Az 4ltaldnos tdrgyeldst itt is egy uj fogealom
teszi lehetévé [30] . mod k szimmetrikus lénchal-

maznak nevezzilk a G parcidlisan rendezett halmazt,

ha rangfiliggvénye van, és ha G felbonthatdé olyan
diszjunkt léncok unidjdvé, amelyek vagy k hosszu-
sdguak vagy k -ndl révidebbek, de szimmetrikusak.
Itt is igaz a

9,2, tétel: Ha G s H mpod k szimmetrikus
i

lanchalmazok, skkor G+H 8 BZ.

A felvetett kérdésnek rogtin egy 5.1 tétel
tipusu élesitett megolddsét adjuk:

9.4, tétel, Legyenek G ¢és H adottak, mint

eldobb. G+H elenei koziil kivélasztva kiiltnbdzd-

ket ugy, hogy ne legyen kBzottik kettd

(9. ) s (gahyd , melyekre
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9 * 35 hiEhy,  S(hp)-s(h) <k
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b= hy s A< G, r(g,)~ rig) <k

teljesiil, akkor ezek szdme akkor maximdlis, ha ez Sz~

szes olyst vdlasztjuk ki, melyek rsngis =
=r@)+ sth) = [%] (rmod k.

A 9,5, tétel pedig az Erdds-tipusu dlteldnosi-
tdst adja, mely szerint ha

- PRGN S - TP r(g;hﬂ)—r‘(q;‘) <k

4

alaku ldnc létezését zdrjuk ki, akkor legfeljebb
annyi elem vdlaszthatd ki, mint emennyinek a rangja =

= [n-zu ]’ e [m-:-i 1 valamelyikével
(mod k).

A 10,§ adje meg a Sperner tétel eddig iemert
legélesebb (abban az értelemben, hogy a Sperner té-
tel 411itdsdt a leggyengébb feltételek mellett biz-
tositja) alekjdt., A kovetkezd tétel feltételei ugyan
nem egyszerilek, de az alkalmazdsokndl fontos, hogy
5.1. feltételeinél gyengébbek [14] :

10,1.H, tétel, Legyenek : P 3 és X
diszjunkt, s g ill, n, elemili halmazok
(heny+ngén,) + Tepyilk fel, hogy
& = LA, ... A) az X = X, UX,UX,



részhalmazeinak olyan rendszere, melyben nince két

kiilonb6z6 A, €8 A;

a
3

(L #4) » melyekre

R e

ALN X 2 A NX,

AL N Xs 2 A5N Xq

reldcidknak csak egyikében 411 valddi tartselmazds, és

nincs négy olyen pdronként kiilonbdzd A, Ai,Ak,AL'

melyekre fenndllnag

ALN Xy = A3N Xy, AN X, = Ag N X
AN Xy s AdNXy 2 AN Xy, AN X,
A Xgs A%y 3 AMNX,, ANXa,

ahol 2 jobb- és baloldalon 1lévS pdrok is velamilyen

rendezési reldcidban vannak és wu,v,w a8z  4,2,3

szamok egy permutdcidja, akkor

e ()
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Az Allitds természetesen ezimmetrikus lénchelmazok
esetére is kimondhaté (10,1, tétel).

A 11.§ a Sperner-tipusu tételek egy bizonyos
alkalmazésdval foglalkozik., Ez az aslkalmazds jelen-
tette a vezérfonslat az dltsldnositdsok és élesite-
sek legmegfeleldbd forméinek kivélasztdse sordn.

Legyenek o, s o d -dimenzids vek-
torok, legaldbb egységnyi abszolutértékkel, &L =C
vagy 1 (A¢u1<n) , Az alapvetd kérdés az, legfeljebt
hany ;; E.Q; dsszeg eshet egy egységnyi dimé-
réju gombbe e Lehetséges 27 Osszeg kvziil. o =1
esetben a Sperner-itétel segitségdvel kinnyen megad-

naté 41 (31 , legfeljebd Lo d=2
atéd & vilasz (3] 4 legfelje F%]! . -

esetben 2z 5.1. tétel segitségével bizonyithato ugyen-
ez, d=3 esetben mar nem jon ki az eddigi ered-
ményekbsl az &1llitds, csek ekkor, ha a vektorok &
adott centrélezirmetrikus térmyolcadban helyezkednek
el. lég rosszabb a helyzet, ha 4 dtmérdji gomb ne-
lyett h &tmérdji gimbre tesszik fel a kérdési.

d=4 =re még Brdésnek [3] sikeriilt a kérdés*
megvdlaszolnia: he h  egész, a maximilis szdm e
legnegyobb n -edrendii binomidlis egylUtthatd Ossze-
ge. d=2 -reea 81, tétel segitedgével h= V2
esetében megadhaté & valasz [13] 1 a két legnagyobu
binomidlis egyitthaté Osszege,

A fenti Z;&;od aleku egy gimbbe esl
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Usezegek szdma szoroe kapcsolatban van & valdsziniiség=-

szémitdeban hasznilatos koncentricidfiiggvénnyel, Az

eredményekkel j6 becglések adhaték [15] a koncentréd-
ciofiiggvényre. Az uj eredmények valdszinliségezdmitdasi
elkalmazdseival azonban a dolgozat nem foglelkozik,

A dolgozat tovdtbi hdrom paresgrafusa nem a Sper-
ner-tipusu tételekkel foglalkozik, henem & részhalma-
zok parcidlisan rendezett halmazdnsk egyéb tulajdon-
sdgait vizsgdlja,

A kovetkezd tétel kimonddsdhoz sziikeégink van

a8 kovetkezd egyszerii lemmiras

12,1, Lemma, Ha m ¢g k természetes ezdmok,

gt _egyértelmien irhatjuk fel a kbvetkezd alakben:

o (uk(m,k)) i (o.k_4(m,l.<)> FI (aﬂm"‘,(m,k)) :
Kk k-4 t(m‘k)

ghol t(m,k) =1, Ap> e > Qg imiey
természetes szdmok s o (m,k) 2¢
W=tim,k), tmk)+4, ..., k).
2.1, tétel, Legyenek m, m ¢és k adott egé=-

szek, melyekre teljesiil

He X egy n~ elemii halmaz és

‘}’k - {A lAm}l lAq,[‘k (L=’,.,.)m)

417"
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¥ részhalmazainek egy rendszere, skkor legalibb

{QKLM.k)} [uk_4(m,k)} (O-tlm,k)(m,k)\‘
+ ...+

k=14 )+ | k-2 tem k) -4 ;‘f

olyan k-4 elemii részhalmeza van X -nek, eamely
legeldbb egy A, -nak ig (41%4 € m) eleme,

A fenti tételnek ellszbr Kruskal [22]eadott bi-
zonyitdst, a szerzd [6] ennek ismerete nélkiil 3 évvel
kés6bb adott rd egy egyszeriibb bizonyitdst. A tétel
jelentSsége abban rejlik, hogy ellsegiti olyan tel~
jes indukcide bizonyitdsok készitését, ahol a rész—
halmezok elemszdmidra vonatkozdlag megy az indukeid.

A 13.§~ban megoldjuk az eldz8 tétel segitségével
Erdésnek azt & problémédjdt, hogy milyen m -re ta-
lilhaté az & = {A,, . ALY 1A=k, AicX,
IXl=n  (4¢L<¢m)  rendszerhez egy reprezentins-

rendszer

B={B,. . ,B} (B)=k-d, B,CA; (4¢igm).
A valasz az, hogy
2k-14 2(k-1)-4 4N
'“é( k )+( k-1 )J’ "‘*(4,-‘

esetén B mindig létezik, mig ellenkezd esetben nem

szilkkeégképpen.
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b 14,§~-ban olyan kérdést vizsgdlunk [24] , ame. =
ben a tartalmazds mellett szerepet jdtszik a halmazok
kozds része is, Pontosabban ennek elemszdma van alul-
7481 korldtozva.

14,1, tétel, Legyenek n, q,k és 4 te

. T

mészetes szdmok, melyek kieldgitik az 1= g<k,

{¢f ¢ksn és g+Lzxk feltételeket,
tovibbd legyen & = {A,, ..., AL} egy olyan
részhelmazrendszer, amelyre A, <X (IX1=n),

(A =k ds IALNAL 22 teljesiil
minden 4 #j pirra (1£4,5 £€m) . Ekkor azon

q elemii részhalmazok szdma, melyek legaldbb egy

A, -nek részhelmazai, legaldbb
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